о k= k. kia 


国防 科技 大 学 出 版 社 
[让 和 ee 


ISBN 7-81024-862-6 


8781012486241> 


本 书 获得 长 沙 电 
力学 院 学 术 专著 


国防 科技 大 学 出 版 社 
"长沙 


пял 


本 书 系统 地 论述 了 四 元 数 矩 阵 的 理论 和 若干 新 的 进展 。 全 书 共 分 六 章 。 
重点 叙述 四 元 数 和 四 元 数 体 ,四 元 数 矩 阵 概论 ,四 元 数 和 矩阵 的 行列 式 , 四 元 数 
和 矩阵 的 几 个 数值 特征 ,四 元 数 矩 阵 中 的 不 等 式 , 四 元 数 体 上 的 二 次 型 与 四 元 
数 和 矩阵 的 正定 性 。 大 部 分 内 容 是 近 20 年 来 四 元 数 和 矩阵 研究 中 的 新 成 果 。 

本 书 是 国内 首部 有 关 四 元 数 矩 阵 的 专门 著作 ,内 容 丰富 ,论述 翔实 严 说。 
本 书 可 供 数学 工作 者 、 工 程 技术 人 员 \ 高 等 院 校 有 关 专 业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 
生 和 教师 参考 。 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 


四 元 数 矩 阵 / 李 文亮 著 . 一 长 沙 :国防 科技 大 学 出 版 社 ,2002.6 
ISBN 7 — 81024 — 862 - 6 


I .四 … П... MERS N .0151.21 


Бан л 版 发 行 
tB iñ : 6023194479640 „К Ен : 410073 
E tumM {RIB cs. hn. cn 
责任 缚 辑 : 肯 k REV: a 
К с Р. 0 VEA 
FKU ЫЕ»... н 
* 
开本 :850x1168 1/32 ”印张 ; 10.75 ”字数 :267 千 
2002 年 6 月 第 1 版 第 1 次 印刷 印 数 :1 一 1500 册 


定价 :18.00 元 


前 言 


四 元 数 是 1843 年 由 英国 数学 家 哈密 顿 (W.R.Hamilton) 发 现 
或 者 说 发 明 的 ,至 今 已 一 个 半 世 纪 了 。 但 在 相当 长 的 一 段 时 间 里 
它 没有 为 人 们 所 重视 ,更 没有 得 到 实际 的 应 用 。 人 们 将 复 平面 推 
广 到 四 维 空间 还 是 近期 的 事 。 随 着 刚体 动力 学 理论 的 发 展 ,人 们 
发 现 利用 四 元 数 和 四 元 数 和 矩阵 可 以 较 好 地 处 理 刚体 运动 学 特别 是 
刚体 运动 分 析 的 理论 问题 和 运动 控制 的 实际 问题 ,尤其 是 发 现 其 
中 的 旋转 矩阵 运算 与 单位 四 元 数 运算 非常 相似 ,从 而 使 四 元 数 方 
法 在 理论 力学 中 开始 获得 应 用 ts8j-~l94] 。 从 此 ,四 元 数 日 益 引 起 人 
们 浓厚 的 兴趣 。 在 光学 领域 中 ,特别 是 在 偏振 光 理 论 中 ,人 们 发 现 
四 元 数 表 示 也 是 一 种 新 的 有 实用 价值 的 方法 [9351-1%]。20 世纪 70 
年 代 以 来 ,由 于 计算 机 图 形 学 的 发 展 ,各 学 科 的 交叉 日 益 频 繁 ,使 
许多 古老 的 理论 ,这 其 中 也 包括 四 元 数 和 四 元 数 和 矩阵 理论 又 重新 
找到 了 用 武之 地 。1985 年 ,四 元 数 方法 被 K.Shoemake 引入 到 计 
算 机 图形 学 [97]~!%] ,从 此 该 技术 在 计算 机 动画 和 真实 感 图 形 绘制 
方面 得 到 了 广泛 的 应 用 ,他 提出 的 四 元 数 曲线 方法 现在 还 成 功 地 
应 用 于 刚体 动力 学 的 旋转 运动 模拟 中 。 近 几 年 来 ,在 进行 航天 器 
姿态 控制 及 加 速度 计 三 轴 转 台 测 试 的 动态 误差 量 分 析 中 以 及 飞行 
力学 中 也 都 开始 用 到 了 四 元 数 积 四 元 数 矩 阵 的 方法 [%]-~[i00 ,而 
且 该 方法 表现 出 许多 优良 的 特性 。 数 学 的 其 他 分 支 也 有 不 少 地 方 
用 到 了 四 元 数 和 四 元 数 和 矩阵 的 方法 ,1975 年 Andescn 首先 研究 了 
四 元 数 正 态 模型 ,从 此 人 们 在 导出 各 种 精确 分 布 中 也 都 应 用 了 四 
元 数 方法 [023~ 104], 又 如 在 Riemann 对 称 空 间 的 截面 曲率 估计 问 
题 和 其 他 几何 问题 中 也 都 应 用 了 四 元 数 和 四 元 数 和 矩阵 的 方 
法 95J~0%]。 可 以 预见 , 随 着 科学 技术 的 发 展 和 计算 机 应 用 的 日 
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益 广 泛 和 深入 ,四 元 数 和 四 元 数 矩 阵 将 会 得 到 更 广泛 的 应 用 。 

从 代数 学 观点 看 ,实数 域 的 代数 扩 域 ( 体 ) 只 有 3 种 :实数 域 、 
复数 域 及 四 元 数 体 。 由 于 四 元 数 的 乘法 不 满足 交换 律 ,使 得 对 它 
的 研究 要 比 对 实数 复数 的 研究 困难 得 多 ,这 大 概 也 是 四 元 数 与 四 
元 数 矩 阵 理论 长 期 发 展 较 慢 的 原因 之 一 。 但 是 近 20 年 来 ,特别 是 
我 国 的 代数 学 领域 ,对 四 元 数 和 四 元 数 矩 阵 论 的 研究 已 经 形成 了 
一 个 研究 热点 。 在 20 世纪 80 年 代 初 , 谢 邦 杰 教授 给 出 了 四 元 数 
矩阵 行列 式 的 一 种 新 的 定义 ,并 对 四 元 数 和 矩阵 研究 做 了 不 少 开创 
性 的 工作 ,激发 了 四 元 数 矩 阵 研 究 的 发 展 态势 ,不 少 学 者 投 人 到 这 
一 研究 领域 。 特 别 是 20 世纪 90 年 代 以 来 , 陈 龙 玄 教 授 用 群 论 的 
观点 又 给 出 了 四 元 数 和 矩阵 行列 式 的 男 一 种 定义 ,并 引入 了 四 元 数 
矩阵 重 行列 式 的 概念 ,而 使 得 四 元 数 年 阵 的 研究 进入 了 一 个 新 的 
阶段 。 在 这 短 短 20 多 年 中 , 四 元 数 和 矩阵 的 研究 取得 了 许多 重要 的 
成 果 。 监 于 目前 国内 还 没有 见 到 有 关 四 元 数 矩 阵 方面 的 专门 著 
作 , 出 于 对 四 元 数 和 四 元 数 矩 阵 的 浓厚 兴趣 ,作者 在 研究 的 基础 
上 ,参考 和 综合 散 见 于 各 学 术 期 刊 上 有 关 四 元 数 和 矩阵 方面 论文 中 
的 最 新 成 果 ,撰写 成 本 书 ,抛砖引玉 ,以 期 有 利于 同行 相互 交流 , 促 
进 四 元 数 矩 阵 研 究 的 开展 。 

本 书 共 分 六 章 。 第 一 章 介绍 四 元 数 与 四 元 数 体 。 第 二 章 讲述 
四 元 数 矩 阵 论 的 基本 知识 和 基本 运算 。 考 虑 到 四 元 数 矩 阵 行列 式 
定义 的 难度 ,第 三 章 用 一 整 章 专门 讲述 四 元 数 矩 阵 行列 式 和 重 行 
列 式 的 定义 及 基本 性 质 。 主 要 叙述 陈 龙 玄 意 义 下 的 四 元 数 矩 阵 行 
列 式 及 重 行列 式 的 定义 ,并 介绍 了 四 元 数 矩 阵 行列 式 的 其 他 定义 
以 及 这 些 定义 之 间 的 关系 。 第 四 章 讲述 四 元 数 矩 阵 的 其 他 数值 特 
征 ,包括 四 元 数 和 矩阵 的 特征 值 .特征 多 项 式 和 谱 、 四 元 数 矩 阵 的 秩 、 
育 异 值 迹 等 ,并 讨论 了 四 元 数 自 共 思 矩阵 的 性 质 。 第 五 章 讲述 四 
元 数 和 矩阵 中 的 不 等 式 ,介绍 了 凸 函 数 、 双 随机 和 矩阵 控制 不 等 式 的 
有 关 知 识 及 一 些 经 典 数值 不 等 式 ,给 出 了 有 关 四 元 数 矩 阵 的 特征 
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值 .奇异 值 迹 及 行列 式 的 一 系列 不 等 式 。 这 一 章 内 容 较 多 ,其 中 
有 些 不 等 式 就 是 对 于 常规 矩阵 来 说 也 是 新 的 。 第 六 章 讲 述 了 四 元 
数 体 上 的 二 次 型 和 四 元 数 和 矩阵 的 正定 性 ,包括 四 元 数 正定 矩阵 和 
亚 正定 矩阵 的 性 质 及 判定 。 限 于 篇 幅 ,还 有 许多 好 的 成 果 未 能 写 
进去 , 实 为 憾事 。 

园 于 作者 的 水 平 ,错漏 和 不 妥 之 处 在 所 难免 , 殷 望 批评 指正 。 

最 后 ,作者 衷心 感谢 长 沙 电力 学 院 学 术 专著 出 版 基金 委员 会 
提供 的 资助 。 对 所 引用 的 著作 和 论文 的 作者 一 并 深 表 谢意 。 

写 完 本 书 , 正 值 作者 62 岁 ,感慨 良 多 ,得 小 词 一 首 : 


满 江 红 
ХТЖ, И, ЖЎШ. ЕИ, ж 
my, НКК, РУХИ, KIRAR 
世 。 总 难忘 ， 几 度 坎坷 中 ， 时 正 值 。 体 常 炼 ， 
BHE TAZ, AER ЕХЕ, ИЖЕ 
я. MUSE Kik А, -ARERR EA, 
犹 壮 心 未 已 ， 求 真实 。 


这 首 词 和 本 书 一 样 ,不 过 是 为 了 表达 作者 对 数学 和 数学 教育 
事业 的 挚爱 与 情怀 。 


李 文 这 
2002 #3 Я 
于 长 沙 电力 学 院 


# 号 说 HB 


аЄ S 元 素 a 属于 集合 S 

aES 元 素 a 不 属于 集合 S 
SiCs， 集合 S, 为 集合 5, 的 子 集 
5.15, 集合 Si 与 集合 S; 的 交 
S,US; 集合 Si 与 集合 5, 的 并 

N 正 整 数 集合 

R* 正 实 数 集合 

R 实数 集合 

C 复数 集合 

Q 四 元 数 集合 

Ram 实 n x m PERRE 

Си" 复 nXm MERRE 

Q” ДЛ n x m WEERA 
Un" п ЁТ Y EE E S 

Un n Xk 广义 酉 矩阵 集合 
SC,(Q) n RATA ARRERA 
SC; (Q) п WRR AERA 
SC,( R) n 阶 实 对 称 抢 阵 集 合 
SC,(C) n 阶 复 厄 米 特 (Hermite) 阵 集合 
SC? (Q) п 阶 四 元 数 正定 矩阵 集合 
SC? (Q) n 阶 四 元 数 半 正 定 矩 阵 集合 
5С? (R) n 阶 实 正定 矩阵 集合 


P>(Q) n 阶 四 元 数 亚 正定 矩阵 集合 


P2(Q) 
I, 


n О p FE EBE В 
п 阶 单位 阵 


diag(A1 sÀ) тп 阶 对 角 和 矩阵 
diag(A1,…,A,) 准 对 角 和 矩阵 


AT 


detA = 1А | 
[ГА || 
qdetA 
trA 
rankA 
А° 

A, (A) 
с,(А) 
(А); 
К(А) 
S(A) 
q 

lq| 
Re(q) 
Im(q) 


矩阵 A 的 转 置 
矩阵 A 96 

和 矩阵 A ШЕЕ 
矩阵 A КӘ 

换 法 矩阵 ”置换 矩阵 
消 法 矩阵 

倍 法 矩阵 
空间 V 的 维 数 

方 阵 A 的 行列 式 
矩阵 A 的 重 行列 式 
方 阵 A 的 拟 行列 式 
SEREA 的 迹 

和 矩阵 A ШЖ 

四 元 数 方 阵 A 的 导出 阵 
方 阵 A 的 第 s 个 特征 值 
矩阵 A 的 第 * 个 奇异 值 
和 矩阵 A 的 i 行 ; 列 处 的 元 素 
和 矩阵 A BJ B iti x 
矩阵 A ЮА 
数 g ВНЕ 
数 q 的 模 

Ж q 的 实 部 

数 q 的 虚 部 


四 元 数 q Ж sk qu SY 

四 元 数 a 相似 于 6 

矩阵 A ББ ЕВ 相似 

ЖЕ A 的 重 特征 多 项 式 ` 

ЭЖЕЕ A 的 拟 特征 多 项 式 

矩阵 A 与 B 的 直 积 ,Kronecker 积 
HM A 5 В Я, Найатага 积 
A.S А,° 0А, 的 缩写 

ЖЁ А, 55 A; 的 直 和 


ADAD DAn 的 缩写 

A 5B B 398 Е, H A 一 B 是 正定 矩阵 
对 一 切 {Ж 

存在 

蕴含 或 推出 

充 要 条 件 , 等 价 , 当 且 仅 当 

定理 或 命题 证 完 

Q 上 的 广义 双 随 机 和 矩阵 集合 

Q 上 的 广义 次 双 随 机 和 矩阵 集合 

向 量 y 优 于 向 量 z 向 量 > ул 
向 量 y PETAR: AE x 被 y 控制 
矩阵 A 关于 它 的 & 阶 硕 序 主子 阵 A 的 
Schur #F 


B = 


第 一 章 ”四 元 数 与 四 元 数 体 


$1.1 四 元 数 的 定义 ”四 元 数 的 加 法 与 冬 法 …………… (1) 
$ 1.2 ”四 元 数 的 乘 宏 ”四 元 数 的 三 角形 式 及 指数 形式 
nn (6) 
$1.3 四 元 数 的 复数 表示 “四 元 数 的 相似 关系 …… (10) 
§ 1.4 ”四 元 数 体 ee (16) 
ж-ы ”四 元 数 和 矩阵 概论 | | 
&2.1 四 元 数 矩 阵 的 基本 知识 eesassoscensossessoesessers (22) 
$2.2 Дл А ВЕ oo (27) 
82.3 ”四 元 数 和 矩阵 的 复分解 式 与 导出 阵 …………….… (32) 
== ”四 元 数 和 矩阵 的 行列 式 
3.1 四 元 数 和 矩阵 行列 式 的 定义 sooo, . (36) 
$3.2 PU TERE EE $T Z| zÉ HE JE ress eet. (40) 
93.3 ”四 元 数 和 矩阵 的 重 行列 式 及 其 性 质 ……… өөн (52) 
83.4 ШЛЕТ БШШ ЕТЖ …… (64) 
83.5 ЛНШ ШШЕ ЕЙ е (66) 
第 四 章 ”四 元 数 和 矩阵 的 另 几 个 数值 特征 
94.1 四 元 数 怎 阵 的 特征 值 与 特征 多 项 式 ............ (72 ) 
$4,2 四 元 数 和 矩阵 的 秩 FRE Ж е (95) 
94.3 TA ЖЕЕ ЕШ PER эзе... (106) 


第 五 章 ”四 元 数 矩 阵 中 的 不 等 式 


85.1 й 双 随 机 矩阵 ”控制 不 等 式 oso. 《127) 
55.2 几 个 数值 不 等 式 +... ОНЕ (140) 
55.3 OTRE RR EERE ее (164) 
85.4 四 元 数 和 矩阵 奇异 值 的 不 等 式 PP (198) 
$5.5 рл Б Е 00) е (213) 
85.6 ДЛЕТА (П) е (245) 
85.7 ДЛУ А ЗЕ е (264) 


第 六 章 ПЛЯ БА ЕЕ НИЕ 


ЛЖ БАИ ое (292) 
56.2 四 元 数 正 定 矩 阵 Нее (295) 
$6.3 四 元 数 亚 正定 矩阵 和 ppp (308) 


第 一 章 ”四 元 数 与 四 元 数 体 
本 章 主要 介绍 四 元 数 的 概念 ,性 质 及 运算 ,并 论 及 与 实数 . 复 
数 相 比较 ,四 元 数 的 一 些 特 殊 之 处 . 
$1.1 AXHA WA mkh 


在 本 书 中 ,我 们 用 R 表示 实数 的 全 体 , R° 表示 正 实数 的 全 
体 ,C 表示 复数 的 全 体 . 


定义 1.1.1 设 
q=atbitcj+dk,a,b,c,d ER (1.1.1) 
其 中 i,j,k 满足 
=] == (1.1.2) 
iJ= —ji= сааса (1.1.3) 


则 称 形 为 式 (1.1.1) 的 数 4 为 四 元 数 ,而 称 a 为 四 元 数 g 的 实 部 ， 
记 为 Re(g)=a, 称 bit cj+ dk 为 g 的 虚 部 , 记 为 Im(g)=ai+ bj 
+ ck. 四 元 数 的 全 体 记 为 Q, Вр 
Q= {atbitcjtak|la,b,c,dER) (1.1.4) 

特别 当 c= d=0 时 , 则 式 (1.1.1) 表 示 的 四 元 数 就 是 复数 了 ， 
这 时 g=a + НЄ C. 进 而 当 5=c=4d=0 时 , 则 式 (1.1.1) 表 示 的 
四 元 数 就 是 实数 了 ,这 时 g = a € R. 故 四 元 数 是 实数 和 复数 的 扩 
充 . 

设 两 个 四 元 数 


gi=aitbitcj+dik€ Ө 
q. = azt bi t+ co) + dck€ Q 
则 两 个 四 元 数 的 相等 、 加 法 与 乘法 分 别 规定 如 下 : 


qi= чу а= ax,bi= b261 = c2, di = d2 (1.1.5) 
91+ 9 = (ау +а;) + (Ьу + bo)it (cit c2)j+ (di + d,)k 
(1.1.6) 


que 492 二 (aia2 一 0102 一 Cic2 一 dida) 
| +(aibz + biaz + cid. 4с)! 
+(а1с2 tazcı + badi ~ d3b1)j _ 


+(aidz + dia2 + bic2— cib2)k (1.1.7) 
特别 , 当 а= ф= 9 时 ,有 
а? = (а? — b2— c? — d2)+ 2abi+t 2acj+2adk (1.1.7) 
四 元 数 q =a + bit cj+ dk ЮН Е ç 定义 为 
й=а-— bi~cij- dk. (1.1.8) 


容易 验证 四 元 数 的 加 法 满足 结合 律 与 交换 律 ,乘法 满足 结合 
律 ,乘法 对 加 法 满足 分 配 律 .但 乘法 不 满足 交换 律 .事实 上 ,我 们 有 
qd29g1=(ald2z = 6165 ~ cicə2 - dida) 
+ (416+ biaa- cid. = dic2)i 
+ (ас; + аусу— bzdı—d2b1)j 
+ (aidz + diaa- bic2 — c1b2)k (1.1.9) 
可 见 对 四 元 数 一 般 qiq азау 不 一 定 成 立 , 但 ç, Уф 中 有 
一 个 是 实数 时 ,比如 д =аЄР, а =96 0,9 
а4= ga,aE R,q G Q 


因为 四 元 数 乘法 不 满足 交换 律 ,这 是 四 元 数 和 四 元 数 矩 阵 理 
论 研究 起 来 十 分 困难 之 所 在 . 


对 任意 9g 二 a bit cj+ dk€ О, с 的 矩 为 
N(q)=qq=qq=a2+b2+c2+d4220 (1.1.10) 


q HEH 
T(o)=9+5=2a. (1.1.11) 
定义 四 元 数 q 的 模 为 
lg] s/N(g) = qq = Var + t (1.1.12) 
而 把 模 为 1 的 四 元 数 定义 为 单位 四 元 数 . 
жт лн) ЕБ ЛИЛЕ ВШ ТЕЛ: 
91+92= 91+ 12 (1.1.13) 
9192 = 9291 (1.1.14) 
式 (1.1.13) 容 易 验 证 ,我们 来 证 明 式 (1.1.14). 由 式 (1.1.7), 有 
qig2= (aia2- biba- cic2 — dida) 
~ (aib2 + biaz + cid2— dic2)i 
— (асл t cidit bad i — dibi) . 
– (2125 + соь + bicə— cib2)k (1.1.15) 
x 4201 = (а2 – bzi- со) – dzak)(a1— bii- cij- dik) 
= (ауаз – bib2— cic2 — dida) 
+(-—aib bias cid = dic2)i 
+(—ацс›— саз badi — d.b,)j 
+(-—aid,— ауаз – bica- Бас) 
= (ауаз biba- сус = 495) 
— (а102 + bia2z + cid2 dic2)i 
—(ajícz спаз t bxdi dzb1)j 
-(aid2- diaz + бүсу— ci b2)k (1.1.16) 
比较 式 (1.1.15) 与 式 (1.1.16) 即 得 式 (1.1.14). 

应 当 特 别 注意 ,在 四 元 数 乘法 中 ,对 复数 成 立 的 公式 g192 = 
9192 在 四 元 数 乘法 中 一 般 不 再 成 立 ,而 只 成 立 公 式 (1.1.14), 但 
当 q, 与 qx 中 有 一 个 是 实数 时 , 则 有 

gq192=9192, 其 中 qi 或 gER (1.1.17) 
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对 四 元 数 的 模 、 矩 和 实 部 ,下 述 公式 成 立 


1al= 1al (1.1.18) 
| а1чз = 191 ll | (1.1.19) 
N(aqi,qa) = N(gi)N(g2) (1.1.20) 
Re(gi +q2)=Re(gi) + Ке(ф;) (1.1.21) 
Ве(919) = Ҝе(9291) (1.1.22) 
[аа tq 1<19 1+ 1921 (1.1.23) 
式 (1.1. 23у зз 4 Н{4 41 =! = “© = @1 „40, 
qi=at+bii+cj+dik,gq=azt+bzitcj+dzk 称 为 同 向 平行 ， 
2191921191 12+ 1912 (1.1.24) 
345 a t bi+cj+ 4КЄ Q 时 ,还 有 
9+9= 2а (1.1.25) 
iq ~ gi=26 (1.1.26) 
jg — qj=2c (1.1.27) 
kq – к= 24 (1.1.28) 


另外 , 式 (1.1.19) 一 (1.1.23) 均 可 推广 到 任意 有 限 多 个 的 情 
命题 1.1.1 设 g=atbitcjt dkEQ,1=1,…,n, 则 
|Z |< 214! (1.1.29) 

”证 由 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 , 有 


(Jal = (Za ОЛ (De) + (DaF 


< е, 1+ |с 1а) 


t=1 з=} 


1 
2 
(af +o + + di) 


00; 


ft 二 | s= 


(а? y +2 + агу? 


< (214! y 
上 式 两 边 开平 方 , 即 得 式 (1.1.29). 0 
对 四 元 数 来 说 , 阿 册 尔 变换 仍 成 立 , 即 有 如 下 
命题 1,1.2 设 a,,b,€EQ,s 二 1,…,n,; 则 有 
п я—1 $ " 
У\ар, = > (а, а, л) 2.5 +а, УЬ, (1.1.30) 
з= 1 КЫП t=1 =! 


命题 1.1.3 1#а,,5,.с,ЄО,з=1, ‚п, |11221, | 


E 
Dlal< X lal, k= 1,: (1.1.31) 
则 завь |< >) о, | < DY eal ,kL 
"s=1 5= | s=) 
(1.1.32) 


证 由 式 (1.1.29) 即 知 式 (1.1.32) 的 第 一 部 分 成 立 , 故 只 须 
证 明 当 6222 时 式 (1.1.32) 的 第 二 部 分 成 立即 可 . 由 式 (1.1.30) 
及 (1.1.31), 有 


Dll- Ы 
= 230191 lD ые lal X la 


=! 


<Èdal- ен lal lal D lal 


s= 


Са 


k 
=> [| |а|, k=1, n 口 
з= 1 
Ж 式 (1.1.31),(1.1.32) 在 证 明 有 关 的 不 等 式 时 常 被 用 到 . 


$1.2 四 元 数 的 乘 千 ”四 元 数 的 


三 角形 式 及 指数 形式 
一 、 四 元 数 的 倒数 与 商 
定义 1.2.1 设 g€Q, 若 存在 p€ Q ,使 得 
gp= pq=1 (1.2.1) 
则 称 四 元 数 p 为 四 元 数 g 的 倒数 或 着 元 , 记 为 g 1, 即 有 
99 =q 9=1 '(1.2.1y 


命题 1.2.1 四 元 数 q 存在 倒数 的 充 要 条 件 是 g 关 0, 且 ç 的 
倒数 qa-! 是 唯一 的 ,并 有 


а= (1.2.2) ` 
q 


E 先 证 必要 性 , 即 证 当 q FENDE а-=0. 用 反 证 法 B 
设 g=0, 则 对 任意 PEQ, 都 有 qp = pa =0, 可 见 这 时 q -1 不 存 
在 ,与 已 知 矛 盾 . 必 要 性 获 证 . 

上 绸 证 充分 性 , 设 g 关 0, 令 


PETI D 
q 
则 pq= gp=1 Ө 
故 q 存在 倒数 . 
最 后 证 个 数 的 唯一 性 . 设 q 还 有 另 一 倒数 请, 则 亦 有 
pig= qp i =1 © 


T#HsKQ @48,qp i – qp = 0 Bp q(p1 一 p)=0, 因 q 存在 倒数 ， 
6. 


由 刚 证 明 的 必要 性 知 ,g 尖 0, 从 而 有 pi- 户 =0, 即 p| р. Ж 
获 证 . 


HGQ QB А 
-A= _ 
q “q п 
推论 #4ЄО, EFE p€ QQ, 使 得 
ар = 109 pq =1) (1.2.1) 
则 p=q 


证 由 gp=1, 则 天 0, 由 命题 1.2.1 Hl, q ! 存 在 .于 是 有 
р=1:р= (9 lq)p=q (9р) = q! 
同 理 可 证 , 当 pg=1 时 , 亦 有 p=g-1. 0 
Ж 由 推论 知 ,要 判断 一 个 四 元 数 是 否 存在 倒数 ,可 用 式 
(1.2.1》 代替 (1.2.1) 进 行 判断 . 
命题 1.2.2 设 oazEQ, 且 gq1 关 0,qy 关 0, 则 有 + 
(g192) = 95 ‘97! (1.2.3) 
证 由 式 (1.2.2),(1.1.14),(1.1.12), 有 


(qq a) =L NR = 4291 
|91921? 9192 9192 alala 
_ __42Ч1 q2 


“Talag 112. а= 
EX 1.2.2 8 4,060 Н д0, ШЖ ауа; Шау 5 q, 
的 右 商 ,g27 gi 为 gl 5 до ЕЙ. 
命题 1.2.3 8 СО, # q>0 Il 


q ''= qt (1.2.4) 
证 03750, НЕ 1.2.1 l,q FE, E 
919 = 15297 'g=1, 即 9g =1 
由 命题 1.2.1 之 推论 即 知 
q 'l= 21 0 


— .ДусаЈ 


设 q=a+tbitcj+dkEQ, a,b,c dC R 


记 zr=bi+tcj+ dk (1.2.5) 
则 z2= — (b2 + с? + d2) 
于 是 а?" = (а2)" = (1) "(2+ с + 42)" 

次 令 һ=|х|=\/ b+ c+ а? (1.2.6) 
则 a?" = ( —1)"h?” 
由 式 (1.1.10) 知 az = za 成立 , 则 由 二 项 式 定 理 有 

q = (a + x)" 


=a" + Са" 1+ + Сл” 
= (Qa" + Ca” 2252 +... +С n 202...) 
+ а (Сїа" T! + Qa" 322+ е + СА 1а" 7201520...) 
ВИЗ СЕИ: 
q" =[Qa" – Са" 722+ --. + (1) Са" 2024 + ...] 
+ (61+ сј+ dk)[Cla" 1 – Са" 32+ 


+(-1) +10" 2k- Iht] (1.2.7) 
其 中 nEN,h=vV b ++. (1.2.8) 


三 、 四 元 数 的 三 角形 式 和 指数 形式 


设 g=a+t+bit+cj+dk€Q, 且 其 中 5,c,a 中 至 少 有 一 个 不 
为 零 , 则 


q =at+bit+cjtadk 
=a+h(Pi+ {+ k) 


[тта] 
Bp q=|]ql(u+ oD (1.2.9) 


u=- = a 1.2.10 
ARO MOU asa radi Q (12.10) 


h мр2 + с? + Ф (1.2.11) 
Çu 一 „4. 
lal Jat 2 + Q + d° 
Ф.с 
= реу р К (1.2.12) 
易 知 有 u? +t у2=1,р= -1 (1.2.13) 
故 可 令 и = cos, v = sin0 (1.2.14) 
从 而 gqg=at bitcjt+ dk(bed 关 0) 可 写成 如 下 三 角 式 
а = |а|(соз@ + Isin0) (1.2.15) 
_—_— l rr olp o 
其 中 tt dk)= (bit с1+ dk) (1.2.16) 


Vb te td? h 


7 = агсіап т (1.2.17) 
类 比 复数 的 三 角形 式 , 我 们 把 式 (1.2.15) 称 为 四 元 数 的 三 角形 式 . 


显然 对 于 同一 个 1, 式 (1.2.15) 具 有 类 似 于 复数 的 所 有 性 质 . 
例如 ,因此 可 以 得 出 四 元 数 的 另 一 乘 寡 公式 及 方 根 公 式 : 


U 
0 = arctan x = arctan 


а" = |9 |"(соѕпб + 1вїпп@) (1.2.18) 
Уа = [9 (cos #297, hoin EE) р р,,2, а 
(1.2.19) 


不 难看 出 ,运用 公式 (1.2.18) 来 求 四 元 数 的 乘客 比 用 公式 
(1.2.7) 更 方便 些 . 

公式 (1.2.14) 一 (1.2.19) 对 不 为 零 的 所 有 四 元 数 成 立 ,当然 
对 一 切 不 为 零 的 实数 也 成 立 ,而 且 从 公式 (1.2.19) 还 可 以 看 出 : 

1) 4 q 是 非 实 数 的 四 元 数 时 ,Yqg 有 nn 个 四 元 数值 ; 

2) 当 а 是 非 零 四 元 数 时 ,如 有 无 穷 多 个 四 元 数值 ,因为 这 时 
6=08 л, I BORE b с 221 的 一 切 形 如 bi+cj+ dk 的 
四 元 数 . 
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又 注意 到 ,由 式 (1.2.13) 有 


р=-1, В=-1, Y=1, (1.2.20) 
于 是 有 
Haj L p rl pra t+ 
2! 3! n! 


12,1 —1)* 1 
1-де horr GR + +1[0-3;® 


(2k)! 
15 (CODE ов. 
ta tt t] 
= cos + Isin0 (1.2.21) 


从 而 对 四 元 数 g= а + bit cj + dk( bed #0) X nÍ 5 min THRE 
式 : 

а=1ч|е°, (1.2.22) 
其 中 工 如 式 (1.2.16) 所 示 ,0 如 式 (1.2.17) 所 示 . 


$1.3 四 元 数 的 复数 表示 ”四 元 数 的 相似 关系 


一 、 四 元 数 的 复数 表示 


设 gE€EQ, 即 gqg=altasitaajt+aak, ai,a2,043,404ER 
注意 到 ijj=k, 则 ç 可 唯一 地 表示 为 


а= Хау +азі) + (as taq) (1.3.1) 
于 是 令 z= a; taz, хэ = aytaalk, Ж q 可 唯一 地 表示 为 
q = 21+ 23), zi z2C C, Ë= -1 (1.3.2) 


式 (1.3.2) 称 为 四 元 数 的 复数 表示 . 
命题 1.3.1 设 四 元 数 q 的 复数 表示 为 式 (1.3.2), 则 


lal=v |z1|*+ [2]? (1.3.3) 
q = zl — z2j (1.3.4) 
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-1_ 


q =T n“ z) (1.3.5) 
证 我 们 有 
q =aı - a2i— аз) ~ адк 
= (а) ai) - (az + a4i)j= z, — zj 


故 式 (1.3.4) 成 立 . 式 (1.3.5) 可 由 式 (1.3.4) 立 得 ,而 式 (1,3.3) 是 


显然 的 . 0 
Ф 1.3.2 对 于 VzEC, 有 
jz = š) (1.3.6) 


2)= — zj (1.3.7) 
证 设 z=a+bi,a,bER, 则 . 
jz =j(a+bi)=ja +jbi 


=aj+ бу 
=а)— bij 
=(a~bi)j 
= zJ 
Z zj=jz = -jla —bi)= —aj+ bji 
= —aj- фі) 
= —(a + bi)j 
= -zj 0 
二 、 四 元 数 的 数量 一 向 量 表示 法 
R Vq€ Q ,并 设 
4 = а0+аџі+ аз) + azk (1.3.8) 
引入 表示 法 
q = S, t V, (1.3.9) 
S, = а0 (1.3.10) 
Ya aiit aj + azk (1.3.11) 
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其 中 S, 即 四 元 数 g 的 实 部 ,又 称 为 四 元 数 q 的 数量 部 分 , VV, 为 
四 元 数 g 的 虚 部 ,又 称 为 四 元 数 q 的 向 量 部 分 . 这 种 表示 法 一 般 称 
为 四 元 数 的 数量 一 向 量 表示 . 
利用 三 维 向 量 空间 的 数量 积 ( 点 积 ) 与 向 量 积 (又 积 ) ,我 们 得 
到 四 元 数 乘积 的 另 一 种 表示 形式 : 
命题 1.3.3 设 p=S,+V,,g=Ss+ V,EQ, 则 
pq =(S, t V,)(S, + V,) 
= S,S,- У, V, + SpV, + S,V, + V, x V, (1.3.12) 
证 设 
P= aotantaj+ ask 
q= bo + 511+ 62) + bk 
则 由 式 (1.1.7), 有 
pa=aopo-alpl 一 4a202 一 0303 
+ (aob + boai + a2b3 — азё)і 
+ (apb + boaz + bias — bsai)j 
+ (абз + boaz taibz— biaz)k 
而 式 (1.3.12) 的 
Ж = аубу— (аЬ + azb2+a3b3) 
+ ao(blit bajt bsk) 
+ bolaiit аз) + ask) 
+ (azb3- Бзаз)і 
-(aib3- Буаз) 
+ (aib — bia2)k 
= agbo ~ abı азб — a3b3 
+ (авб + boai + azbs ~ a3b2)i 
+ (аб + boaz + bias — bsai)j 
+ (аоёз + boas + aob — biaz)k 
故 式 (1.3.12) 成 立 . 
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三 、 由 元 数 的 相似 关系 和 相合 关系 


定义 1.3.1 设 a,b 为 任意 的 两 个 四 元 数 , 若 存 在 非 零 的 四 
元 数 z ,使 得 
хах != (1.3.13) 
MUTA a 5р 是 同类 的 或 称 四 元 数 a 与 6 相似 , 记 为 a 一 6. 
显然 四 元 数 的 相似 关系 是 一 种 等 价 关系 .通过 计算 可 知 有 : 
命题 1.3.4 a, bEQ MW | 
а 6658, =S, В.) Vl = V,| (1.3.14) 
其 中 | V1, У, А У, V, 的 模 . 
命题 1.3.5 a,bEQ,a~b В хах =, ШЕ Р, 
有 
zatr! =b (1.3.15) 
证 A b= +az !,B 
b? = (хах ')( rar l)= za(z lr)ar != zax"! 
由 数学 归纳 法 可 知 对 任意 正 整数 , 式 (1.3.15) 成 立 . 
又 由 式 (1.2.3) 有 
bp-1=(zaz-1)-!=xa-iz-!， 故 有 


bt=(b =(xa lz t)=x(a Er = za tr! 


这 就 证 明了 ,对 所 有 整数 上 , 式 (1.3.15) 成 立 . D 
命题 1.3,6 Жа,сЄО,а—с 且 a 关 0, 则 有 
{(а—-с)а(а-с)\=г (1.3.16) 


证 式 (1.3.16) 等 价 于 
(a —c)a =ë(a — c) 
H < 一 <, 由 命题 1.3.4 有 S。 = S., 于 是 上 式 变 成 
(Va = V.)(S, + V,)=(S, ~ V,)(V, = V.) 
Rp 


Sa Va 一 S, V, + V. ° V. 一 У. Ы ГА 
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= SVa - S.V. Vet Va + Vet Ve 

Bp Sa Va — Sa Ve + Vat Va = SVa T SNe + Ve V, (1.3.17) 
由 命题 1.3.4 知 ， S. = Se B. Vat V,= Ve V. 
故 式 (1.3.17) 成 立 , 从 而 式 (1.3.16) 成 立 . D 

命题 1.3.7 设 g=alt+azit+a3j+aak 为 任意 四 元 数 , 则 必 
存在 一 复数 

z=ai+hi, А20 (1.3.18) 

使 得 g~z. 

证 设 四 元 数 

9 = а; +азі+ аз) + а4ік,аџ,аз,аз, а ЄК 
q 的 复数 表示 为 
9= 51+ 29), ziI=CI+aa z2=a3tas€EC 

X аз =а4=0 ,д=а +аіЄ С, аз 20, ЙЕ х= 1, FÆ 
有 зах = д, Н х= д, q~ z; баз <0, WMR z=;i,8 хах! 
=a- ai ~g, KF А = – а >0. 

当 as 与 a4 PEREN ,我 们 试图 取 如 下 形式 的 四 元 数 : 


2 = ао + аз) + aak 


其 中 ao 待定 . 

令 2092 agi, Zo = — аб | 
z= а tazi, Z= aT а21 (1.3.19) 
z27 a3 taşi, z,)j=as,-aa 

则 有 += zq t zoj 
由 式 (1.3.4) 有 
-i = —_ l ¿> _ 
2 |=] га: 200 zj) 
于 是 有 
- 1 . 
292 “тро? z2))( жү + z2j))(Zo — z3) 


{[ (тоз! 7 2292) Zo 一 (2021 一 zoz2)z2] 


2 
+ [(z z2Ēı + x0z2)z0 一 《x0z1 一 z2z2)z2 })) 
1 


I 2010121 = |z |2zo 一 | z2|°z1 + |22120) 


+ (Zizo t zo — жуу + |2212) 22)] 
=н!!! zı + |z2|?(z0— zo— z1)] 
+ [(z1 -zizo + zo + |z> |° 12)! (1.3.20) 
要 使 rar! E C, 则 必须 有 


(2 21) 0+ zo + |z2| =0 


Вр ( –2аз1) (api) + (ам)? + аз? + ag = 

Вр – 202 +2azago taz + аа =0 

Вр ao -2a2a0 (аз? + ал) =0 
2а, + 4a; + 4ай +4 

帮 а= а аз 4а (эң) 


=at az ta} tag math (1.3.21) 
于 是 ,由 式 (1.3.21),(1.3.19), 有 
z =лах^!=ау+\/ az + ау tagi 
=а thi,h =V а? + аз* taj >0 (1.3.22) 


而 x=(azth)itazjta,kEQ (1.3.23) 
1 _ 1. _ B . 
7 R 3h Th na TER (1.3.24) 
这 就 完全 证 明了 命题 1.3.7. n 


定义 1.3.2 我 们 称 (1.3.18) 中 的 复数 q = a+ Ai( 其 中 由 之 
0) 为 相似 类 . 


[a] = {blb = zgr bo=ar+ai+aj+adk VEQ} 
的 主 值 . 
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定义 1.3.3 设 a,5EQ, 若 存在 一 个 非 零 的 元 素 zxE Q, 使 
得 
хал = b (1.3.25) 
则 称 四 元 数 a 与 5 相合 . 
由 命题 1.3.7 及 式 (1.2.3) 可 直接 推 得 如 下 
命题 1.3.8 设 YaEQ, 则 存在 数 y€EC, 使 得 a 与 y 相合 . 
证 ”由 命题 1.3.7, 存 在 0 了 关 TEQ 和 zEC 使 得 


-1 


zax =x 
由 式 (1.2.2) 有 za у= 2,80 зағ= |222. 
令 y=|=z|2z=€ C 
于 是 知 ,存在 y€ C ,使 得 
хах = у 
故 命题 1.3.8 得 证 . g 
$1.4 四 元 数 体 
在 本 节 我 们 给 出 群 \ 环 、 域 . 体 的 定义 ,重点 介绍 置换 群 和 四 元 


数 体 . 
定义 1.4.1 设 G 为 一 非 空 集合 ,对 G 的 元 素 规定 一 个 代数 
运算 , 称 之 为 乘法 (或 加 法 ) ,乘积 记 作 a5({ 或 a + 5), 车 其 满足 下 
列 条 件 , 则 称 G 为 一 个 群 : 
1 满足 封闭 性 :对 Va,bE G, Ж ЄС, а= с; 
2° 结合 律 成 立 , 对 Ya,b,cEG 有 
(ab)c=a(bc) 
3 С 存在 单位 元 e 满足 :对 YaEG, 有 
ае = еа = а 
4 对 VaE€G, За Юба Є G ,使 得 
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qa l=a la=e 

例如 ,全体 整 数 Z 对 于 数 的 加 法 作成 一 个 加 法 群 . 全 体 实 数 
及 ,全 体 复 数 C 对 于 数 的 加 法 也 各 自作 成 一 个 群 . 

为 了 后 面 (第 二 章 ) 定 义 四 元 数 矩 阵 的 行列 式 的 需要 ,这 里 重 
点 介绍 一 下 置换 群 ， 

不 失 一 般 性 ,假设 n 个 整数 1,2,…,? 之 间 的 一 种 置换 ,如 数 
1 用 1 到 ”中 的 某 个 数 取代 ,2 被 1 到 ?中 的 某 个 数 取代 ， 
пж n ЖЛ: 取代 , 表 以 


( 2 + ” ) 
11 13 ' in 


例如 
_п1 2 3 4 _ 1 2 3 4 
m= |; 1 2 让 :| 3 2 ' 
并 规定 
_ 4 
pip2 | | 


9) 
о кє N 
U N ш 
> A 

— -一 
—— a  3-ü—. 

+ — 

f = L N 


U N N о 
+ 


62246 азе аз) 


这 表示 先 作 p 的 置换 ,接着 作 p 的 置换 , 即 1 3—20, 


2—1 290 3 03, 4254.1 
123 4 
SEEE 
PIP” аз р 
类 似 有 
из =| iaaa 
2⁄1 A 3 2 1143 1 2 4 
-2 人 2 1 
432 ala 2 15) 
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_ P 2 3 ‚| 
4213 
可 见 Р1р2з p2 hi 


可 以 证 明 ,1,2,…,n 间 的 置换 集合 ,在 上 面 定义 的 乘法 运算 
下 构成 一 个 群 ， 


1° 封闭 性 
(1 2 和 … "人 6 5 -人 1 2 м n) 
iy iz сб SUL ja © j, л J2 © jna 
2° 结合 律 
[Ë 2 ИК i с "JG J2 A 
11 12 In? Ji J2 Jn ki k k, 
=(1 2 r) 12 (а 2 "J 
VU P Jn’ \ki Z k, ki k 6, 
人 2 (Е 22 "(2 J2 || 
t 1) in h h Jad \ki kz k, 
— 1 2 ІК 12 И = 人 2 "J 
OMi е ¿Ju ka з k] V kz k, 
故 结合 律 成 立 . 
_ 1 2 … 
3 单位 元 素 。 为 e= | ") 
1 2 … al 
4° 076 


(! 2 … "人 5-5 h)! 2 ... ")- 

i i2 ceo nN 2 + na) M 2... £ J.° 
这 就 证 明了 » 次 置换 的 全 体 对 于 上 面 规定 的 乘法 运算 构成 
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一 个 群 ,叫做 n 次 置换 群 ,又 叫 ”次 对 称 群 , 记 为 S, .由 上 面 的 讨 
论 知 ,置换 群 S, 是 非 交 换 群 . 
为 了 以 后 讨论 方便 起 见 ,我 们 引入 一 种 特殊 形式 的 置换 一 一 
循环 置换 . 
Ў zi 是 12,…,2 中 任意 mz 个 不 同 的 数字 . 如 果 
n 次 置换 p Wi 换 成 10,1. ЖА i3，"… ;im-1 换 为 ,最 后 in 换 
为 i1, 而 其 余 的 各 个 数字 不 变 , 则 称 p 为 m 阶 循环 置换 或 循环 或 
轮换 , 记 为 
р=(ї( 17б im) 
特别 当 m =2 时 ,循环 (i 22) 称 为 对 换 或 换 位 .例如 5 个 文字 
1,2,3,4,5 的 置换 
12345 
И 3152 
145 
Ë 4 1)=4 54) 


12345 
|1252) 0320045) 
循环 (1 5 4) 中 ,2,3 不 出 现 ,表示 2 和 3 保持 不 变 , 即 
(154)=(15 4)(2)(3) 
注意 ,循环 (i| i，…i,,) 实 际 上 只 与 元 素 的 相 邻 状况 有 关 , 而 与 
哪个 元 素 为 首 无 关 , 比 如 (1 2 3) = (231). 如 车 两 个 循环 {21 iz 
im) 与 (j1j2j3…j1) 没 有 相同 的 文字 , 则 称 为 是 不 相交 的 .不 相交 
的 两 个 循环 的 乘积 可 交换 . 例如 (1 3 2)(4 5)= (4 5)(1 3 2). 另 
Ж.Ж p= (1 u im), W р" = (1)(2)…(n)=@. 
一 般 我 们 有 : 
命题 1.4.1 每 一 个 置换 都 可 以 唯一 地 表示 为 两 个 不 相交 的 
循环 的 乘积 , 
我 们 略 去 这 个 命题 的 证 明 . 


|=(14523) 


定义 1.4.2 称 一 个 n 次 置换 a 的 循环 表示 写 为 正规 式 ,如 
Ж 
Go= (niriy (naj (mk hy h) (1.4.1) 
mA <io, i n <j) j in <k (1.4.2) 
l1=xní(<nz,<::: Ln, Sn (1.4.3) 
或 者 式 (1.4.2), 式 (1.4.3) 代 以 如 下 式 (1.4.2)  R1.4.3Y 
Ninn DJ Jn, > kass ki (1.4.2) 
п= п> n>: >п, 21 (1.4.3) 
定义 1.4.3 设 G 为 一 非 空 集 合 ,对 С 的 元 素 规定 两 种 代数 
运算 加 法 和 乘法 , 若 满足 下 列 三 个 条 件 , 则 称 G 为 一 个 环 : 
1° G 是 一 个 加 法 群 ; 
2° 对 乘法 满足 结合 律 , 即 Ya,b,cEG ,有 
a(bc)=(ab)c 
3° 对 加 法 和 乘法 满足 左右 分 配 律 , 即 对 Ya,p,cEG, 有 
a(b+c)=ab+ac,(b+ c)a = ba + ca 
定义 1.4.4 一 个 具有 单位 元 的 交换 环 G , 若 至 少 含有 一 个 
非 零 元 ,并且 每 个 非 零 元 a EAS ua 1 Д G 为 一 个 域 . 
定义 1.4.5 一 个 具有 单位 元 的 非 交换 环 G , 称 为 非 交换 环 ， 
或 称 为 除 环 ,有 时 也 称 为 体 . 
例 对 数 的 加 法 和 乘法 来 说 ,实数 集 和 复数 集 均 构 成 域 ,分 别 
称 为 实数 域 和 复数 域 ,并 分 别 记 为 R 和 C, 而 对 四 元 数 集 则 不 构 
成 域 ,因为 它 是 非 交 换 环 , 故 一 般 称 为 四 元 数 体 , 记 为 Q. 
在 有 些 书 (如 张 禾 瑞 著 《近世 代数 基础 》) 中 把 所 有 复数 对 的 集 
& N= {(а, p) |a PARR AREE п Е. 


(а1,81) = (8,8) баз = аз, =Й» 
(ai Bi) + (az, h) (a + а, +8) 


(ау ,Bi (аз, 82) (ааз = В.а д, + Ва) 
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则 称 О 为 四 元 数 体 . 
命题 1.4.2 上 述 Q 亦 作成 一 个 除 环 ( 体 ), 且 0 与 Q 同 构 . 
证 О 作成 一 个 除 环 容易 验证 .下 面 证 О УО 同 构 . 
p:(atbi,ctdi)>at+bi+cjt+dk, 这 里 前 面 的 i 与 后 面 的 
i 有 区 别 . 

e[(a +bi,c+di)+(a ’ +b’i,c +d'i)] 
=p[(ata’)+(b+b )i,(c+e)+(d+d’)il 
=(ata’)+(6b+6b)i+(ct+c)+(ad+d’)k, 

pl(atbi,ctdi)(a’ +b'i,c + d) ] 
= Ф| (аа — bb” — сс — dd”) + (ab” + ba” + сй' — 4с )i, 

(ac – bd’ + са + db” )+ (ad + bc'— с + аа )\] 
= аа — bb’ — ce — dd” + (ab + ba” — cd” — 4с Yi 

+ (ас -bd +са + а) + (ай + с — cb” + da” )k 
=(a+bi+tcj+ dk)(a + b'it c+ d k) 
= ф(а+бї,с +41)ф(а +Ь'з,с + d'i) 


放 在 g Z F Q 与 Q 同 构 . П 
两 个 除 环 同 构 , 除 记号 外 构造 完全 一 样 , 故 可 看 成 是 相同 的 除 
环 ,都 称 为 四 元 数 除 环 或 四 元 数 体 . 
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第 二 章 MTER 


以 四 元 数 为 元 素 的 矩阵 , 称 之 为 四 元 数 和 矩阵 ,或 称 为 四 元 数 体 
上 的 矩阵 . 由 于 四 元 数 是 实数 和 复数 的 扩充 , 故 四 元 数 和 矩阵 是 包括 
实 短 阵 和 复 和 矩阵 作为 其 特 款 的 更 广泛 、 更 一 般 的 矩阵 .实数 域 R 
和 复数 域 C 上 的 矩阵 即 所 谓 常 规矩 阵 的 运算 及 其 性 质 大 部 分 可 
以 推广 到 四 元 数 挎 阵 上 来 ,但 因 四 元 数 的 乘法 不 满足 交换 律 ,而 使 
得 常规 矩阵 的 诸多 性 质 不 能 直接 推广 到 四 元 数 矩 阵 上 来 . 这 也 就 
是 研究 四 元 数 和 矩阵 的 困难 之 所 在 ,特别 是 行列 式 的 定义 更 为 困难 ， 
我 们 将 在 第 三 章 专门 来 讨论 它 .这 一 章 主要 论 及 四 元 数 和 矩阵 的 一 
些 基 本 概念 和 基本 运算 及 一 些 符 号 . 


$2.1 四 元 数 和 矩阵 的 基本 知识 


一 \ 四 元 数 和 矩阵 的 基本 运算 及 其 性 质 


WIE ВЕ A =(a;),, xx= | a; € Q , 则 称 A 为 四 元 数 和 矩阵 . т xXx n 
阶 四 元 数 矩 阵 的 全 体 记 为 Q***. 


我 们 把 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 1, 其 他 元 素 皆 为 零 的 n 阶 方 
阵 


Г = = @іар(1,1,°°,1) (2.1.1) 


1 


称 为 n 阶 单位 阵 . 当 无 必要 指明 其 阶 数 时 ,单位 阵 简 记 为 工 把 如 
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下 的 n 阶 方 阵 
1 
n=] ” |а (2.1.2) 
1 


称 为 п 阶 次 单位 阵 . 当 无 必要 指明 其 阶 数 时 ,次 单位 阵 简 记 为 J. 

四 元 数 和 矩阵 的 基本 运算 :加 法 、 数 乘 和 乘法 与 常规 算 阵 一 样 . 

W AEQ” ETE ВС О" " ,使 得 

АВ = ВА =1 (2.1.3) 

则 称 四 元 数 矩 阵 A ААО, П В 为 A ВВЕ, А 的 逆 阵 记 为 
A. 

А ЮЖ ЕЮ с A, A 的 转 置 矩阵 记 为 AI-,A Н ШШ 
(Al)=ATj3 А*. 

Ë A=(a;),x | € О" *”,Ш ИЕ 

B= (b;),xs bis аы-}+1,п—-#+1 

为 A 的 次 转 置 阵 , 记 为 A5. 

四 元 数 矩 阵 基本 运算 具有 如 下 性 质 : 

命题 2.1.1 ЖА, В,С ВЕ, АСО, ЕТ 
所 涉及 的 运算 可 行 , 则 有 


PA+B=B+A; (2.1.4) 
2A(A+B)=AA+AB,(A+B)A=AA+BA; (2.1.5) 
3° (АВ)С=А(ВС); (2.1.6) 
4 ЖА, В 均 可 道 , 则 AB 9, B 

(AB) !=B7!AT!; (2.1.7) 
SA+B=A+B; (2.1.8) 
6'AB= (ВТ ATT=(B*A*)T, (2.1.9) 
7 (АВ)*=В*А*; (2.1.10) 


8 ЖА 可 逆 , 则 A RAEC) =A). (2.1.11) 
证 我 们 仅 给 出 6 与 8 的 证 明 ,其 他 从 赂 ， | 
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6 设 A=(a;) z B= (бу) вх» 
AB=C=(cj)mxa> 


则 C; > anby 
ї=\ 
k _ L _ __ 
Cj = > а bj = > bij ai 
1=1 
故 АВ=С= (ВТ А) =(B*A*Y". 


@ НА Я), ДІ АА = I, F E H 7 Н 
I=I*=(AA ` !)*=(A ` !)*A' 
故 (А *) = (A 1) D 
注 在 四 元 数 矩 阵 中 ,等 式 AB = BA 一 般 不 再 成 立 ,而 只 成 
立 公式 (2.1.9). 
二 、 四 元 数 和 矩阵 的 直 积 与 圈 积 
定义 2.1.1 W А = (а;)„х„ УВ = (b; ) x EQ Бе, 
Q E mb X nq ЖЕЕ 
anB `. а\„В 


= (аы) mp x ng (2.1.12) 


аі В n а„В 
为 A 与 B 的 直 积 或 张 量 积 , 或 kronecker 积 , 记 为 AQB. 4 B € 
К”, АСВ 为 弱 右 直 积 ; 当 ACR” "时 , 称 AGB 为 弱 左 
直 积 ,两 者 统称 为 弱 直 积 . 


УХ 2.1.2  А=(а;)»„х„ J B= b;),x EQ 上 的 方 阵 ， 
则 称 


A° B= (ау), (2.1.13) 
为 A УВ 的 圈 积 或 Hadamard R, WR A 与 B 中 有 一 个 是 RR 上 
的 方 阵 , 则 称 A ° B 为 弱 圈 积 . 
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四 元 数 和 矩阵 的 直 积 与 圈 积 满足 如 下 性 质 : 


命题 2.1.2 
1 
2° 


+ 


с 


ч 


06A = AG0 
(А + A;)@B = A.Q@B + А,В 
Аб©(В, + B.) = АСВ, + AQB; 


° (AQ@B)@C = AQ( B@C) 
° (AQB)I= АОВ" 
ЩА К ЕЖЕН, Ж 


AQB = А@В(= АВ) 


° 8 B NR EEEN, A 


AQB= A@B( = AQB) 


° B.C 中 有 一 个 是 R 上 的 矩阵 时 ,有 


(AQB)(C@D)= ACOBD 


ій, EL 


9° 


(AQB) !=A ФВ! 
当 A、B 中 有 一 个 为 R 上 矩阵 时 , 则 有 
(AQ@B)* = A*GB* 


10° (A°B)° C= A° (B° С) 
11° (A+B)° C=A° C+ Be°C, 


С°(А+В)=С°А+С°В 


12° (AeB)T= ATo BT 


13° (А°В)=В°А 
14° (A°B)*= B" е А* 


证 
5° 


我 们 仅 证 明 $ ,7 ,其 他 从 咯 . 
我 们 有 


只 要 下 面 所 涉及 的 运算 可 行 , 就 有 


(2.1.14) 
(2.1.15) 
(2.1.16) 
(2.1.17) 
(2.1.18) 


(2.1.19) 


(2.1.20) 


(2.1.21) 


*ЖА,ВЖИЖ,НИҤЧтАВ—1Т E R 上 和 矩阵 时 , 则 АСВ 亦 


(2.1.22) 


(2.1.23) 
(2.1.24) 


(2.1.25) 
(2.1.26) 
(2.1.27) 
(2.1.28) 
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AQB = (ауры) mpx ng = (bu ад) mpx q 
= (buas ) „рх ng 二 (а;Бы ) х "nq 
= АСВ 
T 不 妨 设 C k R БЕВ, WAS (05) „х, C= (с) „х. A 
为 A@B( 作 为 分 块 阵 ) 的 任意 第 i 行为 (a;1B,a2B,…,amB), 而 
COD 的 任意 第 j 列 为 
c D 
caD 


cwD 
故 (ACB)(CC@D)( 作 为 分 块 阵 ) 的 ( 庙 ) 元 为 (注意 c; € R) 


$ (аав) (yD) = (X aacu) BD 
上 式 右边 恰好 是 ACGCOBD 的 (i ,站 元 , 故 式 (2.1.21) 即 了 7 成立. 


三 ` 四 元 数 卸 阵 的 初等 变换 和 矩阵 的 相似 及 相合 


四 元 数 和 矩阵 的 初等 变换 与 常规 矩阵 的 初等 变换 有 所 不 同 . 

定义 2.1.3 AEQ” MEQ, W Q*** 上 的 第 一 二、 
套 初 等 变换 分 别 规定 如 下 : 

1 把 A 的 第 j 行 的 左 4 倍加 到 第 i 行 ,再 把 第 ; 列 的 右 1 倍加 
到 第 i 列 (i 考 ;), 此 变换 又 称 为 消 法 变换 ; 

2 HAER А 的 第 i 行 ,再 用 4 右 乘 4 的 i 列 ,此 变换 
又 称 为 们 法 变换 ; 

3 互 换 A 的 第 i,j 两 行 ,再 互 换 第 i,j 两 列 , 此 变换 又 称 为 换 

我 们 记 PG, 六) 为 单位 阵 工 的 第 7 列 右 4 倍加 至 第 i 列 后 所 
得 之 矩阵 并 称 之 为 消 法 矩阵 ;P(i())) 表 示 单 位 阵 了 的 第 ; Ж, 
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[il 


(„50А ЕЭ 2 ERER P(i j) K n ЖИЙ BL V 
BE 工 的 第 ; ,7 两 列 后 所 得 之 矩阵 并 称 之 为 换 法 矩阵 或 置换 矩阵 . 
Р(2,3,),Р(:(А)), Р(г,Ј) КУАЛАР РЕ. АТН EE 
Зет, А. РД) = Р, јд), PAG) = PG: (+), 
Р(2,3)71=Р(у,1). 

以 下 命题 显然 成 立 ;: f 

命题 2.1.3 对 4EQ" "施行 第 一 、 二 、 三 套 初等 变换 分 别 
相当 于 

i) Р(:,),)* AP(i, ji); 

ü) P(i(X))" AP(i(2)); 

ñi) P(i,7)* AP(i,j)). 

-定义 2.1.4 RA, BEQ” ,车 存在 可 逆 阵 PEQ**", 使 B 
= РАР, ЖА УВ 是 相似 的 , 记 为 A~B. 

定义 2.1.5 设 A,BEQ"**, 车 存在 可 逆 阵 PEQ"***, 使 B 
= P* AP, 则 称 A 5B 是 相合 的 . 

显然 矩阵 的 相似 关系 和 相合 关系 都 是 一 种 等 价 关 系 . 

由 定义 2.1.5 及 命题 2.1.3 可 得 如 下 |; 

命题 2.1.4 设 AEQ***, 则 对 A 施 以 定义 2.1.3 中 的 三 套 
初等 变换 的 任何 一 套 后 ,所 得 矩阵 B 必 相 合 于 A. 


52.2 ДЖ Д Ж 


ЖП АЕ , ЭХЕ РЕЧЬ КРЕТ 52 SE БЕР g ЛЕЖЕ (Hermite) 
阵 都 是 非常 重要 的 一 类 矩阵 ,与 此 相对 应 ,在 四 元 数 矩 阵 中 有 所 谓 
B ЖЕ, 它 在 四 元 数 和 矩阵 中 同样 占有 非常 重要 的 地 位 .在 这 一 节 
中 ,我 们 将 讨论 自 共 轿 阵 及 其 基本 性 质 , 它 的 进一步 的 性 质 在 第 四 
章 还 将 讨论 . 
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我 们 先 给 出 一 些 相关 的 概念 . 

定义 2.2.1 2 AC Q”, # A” =A, WI A 为 四 元 数 自 
ЖЕЕ, „ 阶 四 元 数 自 共 斩 阵 的 全 体 记 为 SC,(Q); 若 A "= -А, 
则 称 A 为 四 元 数 斜 自 共 辆 阵 ,2” 阶 四 元 数 斜 自 共 斩 阵 的 全 体 记 为 
SC;(Q);# UGC Q'*" H U*U=UU*=I,BJ#R U XOXA 
和 矩阵,” 阶 广义 本 和 矩阵 的 全 体 记 为 U". 

KAREME Л РЕВЕ РКА В R, ELEME 
酉 阵 都 是 特殊 的 广义 西 矩 阵 . 

命题 2.2.1 设 AESC,(Q), 则 对 任意 z= (zx1,…, x1) Є 
О”*!,‚®* Az 必 为 实数 . 

证 因 A*=A, 则 

z*Az=(z*Azr)"=x*A*z=zx*Ar 

故 х*АхЄР D 

EX 2.2.2 设 4ESC(Q), 若 对 任意 0Zx = (x1,…， 
r) C€ QN A 

х* Az=>0(>0) 

则 称 A 为 四 元 数 ( 半 ) 正 定 矩 阵 . n 阶 四 元 数 ( 半 ) 正 定 矩 阵 的 全 体 
记 为 SC? (Q)(SC2(Q)). 

命题 2.2.2 设 Ui, ULE Un x" W| ULULE Un", 

证 因 U, UEU”, WJ 

U" U= U, U, * = 1,10,* U,;= 0,0,* = I, 
ВХ (0107) * (00) = U,* U, * U, U; 
= U;*IU,= 0," U,= I 

同 理 有 (U,U,)XXU,U,)*=I 
ik U UE Un" D 

命题 2.2.3 设 8 为 单位 四 元 数 ( 即 8 的 模 1 和 | =V 引 =1), 则 
D;(8) = P(i(9)) 是 一 个 广义 西 和 矩阵 . 
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证 因为 显然 有 Р,*(8)0,(8) = D. (8)D,* (8) = 1, р; (ë) 
是 一 个 广义 酉 矩阵. D 
命题 2.2.4 Ü ACSC,(Q),# A BJ ША ! € SC, (Q) 
证 由 式 (2.1.11) 及 A*=A, 有 
(A 1)*=(A*)'1=A” 
故 АС!Є sC,(Q) 0 
ЖЕ 2.2.5 ШЊАЄО""",РЄО"*",Р пй, W 
AESC, (Q)SPAP* € SC,(Q) 
证 “=>” 由 AESC,(Q) 有 A”=A, 于 是 有 
(PAP* )* =PA* P* = PAP* € SC, (Q) 
“=” H PAP*CSC,(Q),#(PAP*)*=PAP*, 
即 PA * P* = PAP * 
X P Wk WJ PRTA, РАН Lal 
A*=P-IPAP*(P*)'1=A 
故 AESC,(Q) n 
命题 2.2.6 ЖАЄ5С, (9) Ня, рЄ5С,(9), СЄ 
Ө” *" Hj | 


| I (А Е АС) 

-CA 1с DA 八 0 I 
A 0 : 

= 2.2.1 
(0 р-са-\с°) ) 


且 式 (2.2.1) 中 的 D-CA-'C*€ sC, (Q). 
证 由 条 件 知 | 人 ñ JE sc,，。(Q) ,于 是 由 命题 2.2.5 


A 0 
知 É сд: 690909) 
D- CA `!C* € SC,,( Q) 0 
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定理 2.2,1 对 Q 上 任意 B ЖЕШ A, 恒 有 广义 西 和 矩阵 
UU, 使 得 UAU 为 实 对 角 阵 . | 

证 对 A 的 阶 数 n 用 数学 归纳 法 . "i n=1 时 ,显然 成 立 , 假 
定 对 a 一 1 ВЮ ВЗН ВЕ, АГУУ, ИЕ А 为 n 阶 的 . 记 A 
为 | 


0179-1 а 


由 归纳 法 假设 知 有 n -1 ВАО AAEE Ui, 使 ULA U” 
为 实 对 角 阵 , 设 为 


al 
АФ" = | 2 
Qn-l 
现在 令 
a : 0 
Ui: i 
Uo S i 0 
(0…0 1 
M Uo 显然 为 n 阶 广义 酉 矩阵 ,而 且 有 
ar _ : ai 
аг 0, |: 
ОАО“ = ` 
„ĉn. an-] 
(а1""-@,-1) 01 * а 
Ві a) 
如 果 令 : = U, : 
Ё, -1 Ql 
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则 易 知 有 


故 
qi Ву 
a? oa 
U AU“ = | 
° 0 CQ 1 B, l} 
Pizo B, 1 a 
HES 


ЕЯ b = вв, У BO Bh, 
1, b, =0, X 0. = 0 Bf, 
òi, 
D= D1(6)D,(5)…D, -n12 5, | 
1 
则 由 命题 2.2.2 知 DU, 为 广义 本 矩阵 , 且 


(ЮП) * = 0*р* = О" Р,-108,-1)-*0,(,)р(@,) 
再 由 


即 可 得 
a j b, 
: a b2 
(DUo)A(DUo) ”= : > oi 
: an-ı: bn- l 
bib" bn- I 


此 为 实 对 称 和 矩阵 ,从 而 又 有 实 正 交 和 矩阵 了 (当然 TU XE 
Е), Ж 
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CI 
C2 


T(DU0J)A(DU,) T * = ‚сЄВ,і=1,-,п 


故 若 令 
| U= T(DU) 
则 由 命题 2.2.2 知 U Г ХЕ, А 
О” =(ро) T ` | 
归纳 法 完成 . 0 


52.3 四 元 数 和 矩阵 的 复分解 式 与 导出 阵 


由 式 (1.6.2) 知 ,每 一 个 四 元 数 q= ai tait аз) + askla, 
а2,аз,а4Є К) пи — Н у q= zí + 2) (53,06 С). Л 
ЖЖ Q 上 的 任 一 mx MERA 可 唯一 地 表示 为 

A=A +t Aj (А,,АЄС"*") (2.3.1) 

EX 2.3.1 #йз\ (2.3.1) G SEE A 在 复数 域 C 上 的 

分 解 式 . 


命题 2.3.1 

P RX=X +Xi€C%" Bh X, X.C ЮЕ” *”" WJ 
jX = Xj (2.3.2) 
}Хј= -X (2.3.3) 
jX* = ХТ (2.3.4) 
(Xj)* = — ХТ} (2.3.5) 

2 ЖА= А+ АЈС О" ", н A LAE Cu" Bi 
А* =A,* - А»! (2.3.6) 


3 设 AEQ**",BEQ**?,A,B 在 复数 域 C 上 的 分 解 式 分 
别 为 A=Al+ Aj, B= В, + Bzj, 则 ABE Q”*?* 在 复数 域 C 上 的 
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分 解 式 为 
АВ= (АВ, - A,B,)+(AB2+ A2B1)} (2.3.7) 
证 
1° 因为 
jX =j(Xi+ Хи) = Xij+t X;ji 
= Xij— Xi= (X I - Хл))= Xj 
故 式 (2.3.2) 成 立 . 
由 式 (2.3.2) 即 得 式 (2.3.3) ,由 式 (2.3.3) 即 得 式 (2.3.4) ,由 
式 (2.3.4) 即 得 式 (2.3.5). | 
2 由 A= А, + Aj 及 式 (2.3.5), 有 
A*=4Ą;,* +(A;j)* =A,* -A7 
3° 由 式 (2.3.2) ,有 
AB =(А + А›}) (8; + Bj) 
=A;B; + A2B2 +t AiB + АВ! 
=(A;B;- А›В») + (АВ + A2B1)i. n 
定义 2.3.2 设 AEQ” A= А +АЈ 是 4 在 复数 域 C 
上 的 分 解 式 , 则 称 
[А17 A тх2а 
А = 人 (外 дес 2 (2.3.8) 
为 四 元 数 垂 阵 A 的 复 表示 矩阵 或 A 在 复数 域 C 上 的 导出 阵 . 
Ж 用 Ar 来 研究 A 的 有 关 性 质 可 以 带 来 不 少 方便 . 
对 单元 素 和 矩阵 , 即 4A=(q)EQI<1, 这 时 ， 
9= 21+ 29), xi z€ C 


于 是 有 a (2.3.9) 
Z2 81 
特别 
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于 是 


命题 2.3.2 

r BRA. BEQ”””, ША = ВӨА= В 

2° ВАЄ О" *",аЄР, (аА) = aA 

3 В А.ВЄО"*", (А +B) = А + B° 

4 ЖАЄ О" *", (х) R Б, N 
ГСА) = (ҒА ))° 

S ЖАЄ О" ",ВЄ QP , (АВ) = А°В° 

6 ACO "пй, Д A 亦 可 逆 , 且 
(А°) = (Ат!) 

7 设 AEQ (А) * = (А* )° 

8 i AE О", JH) гапкА° = 2тапкА 

9° А— В=А° ~ B° 

10 A АЖЫ Az 是 厄 米 特 阵 

证 工 .2 34 是 明显 的 , 仅 证 5°—10°. 


(2.3.10) 


(2.3.11) 


(2.3.12) 


(2.3.13) 


(2.3.14) 
(2.3.15) 


(2.3.16) 
(2.3.17) 
(2.3.18) 
(2.3.19) 
(2.3.20) 


S ВА= А +Aj, C=C + Cj, ФА, AECE, Ci， 
СЄ С", н50(2.3.7)% 


АС= (А.С - АС) + (А.С + А;С\); 


(acy = (161420 Заоа) 
АС. + А»С, ACı- АС; 
= (атаб 0) 
АС АС ACi -AC 


= 人 (和 - А (z - С 
A2 А ДСО С, 


лс 


6 KA 可 道 , 则 有 
AA !=A ` !A=L, 
н 26 
A (А71) = (А71)А = P = Г, 
故 А ар, (А) = (A 1). 
7 设 A=Ai+A)j 


则 А*=Аү*—А»') 
故 anf А. ла) (2.3.21) 
从 而 
[ATA _/ А" A ‚үө 
ara а) “(2де ят) 
8° ПЯ, FE P€ Q“x=> T€ Q" ВР, Т, (й 
得 
L. 0 
PaT=| | 
0 0 
H 4° 8 
L000 
L O |0 0 O O 
РАТ ( ) = 
0 0 0 0 1 O 
ооо O 
XH 6 NI, P, T 均 可 道 , 故 А° 的 秩 为 27. 
9° H 7° 5 5° 49. 
10” 显 然 . 0 
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第 三 章 “四 元 数 和 矩阵 的 行列 式 


由 于 四 元 数 的 乘法 不 满足 交换 律 ,致使 一 般 四 元 数 和 失 阵 行列 
式 的 定义 变 得 十 分 困难 . 早 在 20 世纪 40 年 代 和 70 年 代 有 人 就 曾 
给 出 过 四 元 数 和 矩阵 行列 式 的 定义 ,但 不 便于 应 用 .到 了 20 世纪 80 
年 代 和 90 年 代 ,我 国 谢 邦 杰 教 授 和 陈 龙 玄 教授 又 分 别 给 出 了 四 元 
数 矩 阵 行列 式 的 两 种 新 的 定义 ,同时 后 者 还 定义 了 一 种 特殊 行列 
式 , 即 所 谓 重 行列 式 .这 些 都 给 四 元 数 体 上 的 线性 代数 研究 带 来 很 
多 方便 . 

本 章 主 要 论述 陈 龙 玄 意 义 下 的 四 元 数 和 矩阵 行列 式 的 定义 及 有 
关 结 果 ,并 简要 介绍 一 下 四 元 数 和 矩阵 行列 式 的 其 他 定义 ,同时 指出 
这 些 定义 之 间 的 关系 . 


93.1 四 元 数 矩 阵 行列 式 的 定义 


一 般 域 F Б, о 阶 和 矩阵 行列 式 定义 为 域 F 上 的 一 个 数 ,这 个 
数 是 n! 个 项 的 和 ,其 中 每 一 项 是 不 同行 .不 同 列 上 的 个 元 素 之 
积 ,并 加 上 适当 的 符号 . 而 在 四 元 数 体 上 来 定义 矩阵 的 行列 式 时 ， 
困难 之 处 就 在 于 :因为 四 元 数 不 满 足 乘法 的 交换 律 ,每 一 项 的 这 а 
个 元 素 应 按 什么 排列 相 乘 , 每 一 项 前 面 的 符 导 又 怎样 规定 ? 陈 龙 
玄 教授 利用 n 文字 的 对 称 群 给 出 了 四 元 数 矩 阵 的 行列 式 的 定义 ， 
这 就 是 如 下 的 : 
定义 3.1.1 设 A=(a,)EQ***, 则 定义 
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|Al=detA = det“ 


а Qn2 U Am 


-全 Dje (0), Ы а: lin Gu j Oj, Onk, kp, 
ES 
(3.1.1) 
其 中 S, Ж» 文字 的 对 称 群 , S, PER o 的 不 相交 的 循环 分 
解 写成 如 下 的 正规 式 : 


o= (nizi i )Cnrjajy (nhac ki) (3.1.2) 
na> i203, in 2>2j ja jii U n, P kas k3, ki 

(3.1.3) 

nEn n>: >n, l (3.1.4) 

H є(с) = (1) 670060 (руте (3.1.5) 


容易 看 出 ,如 果 所 有 oz 两 两 可 换 , 则 上 述 行列 式 定义 与 常规 
行列 式 的 定义 是 相同 的 ， 

为 方便 与 清楚 起 见 , 若 循 环 因子 co= (irizi), ДА FA 
ABS: 


aiai = <i iy > (3.1.6) 


a; „ыу 
йыйыу i Gi = Kiir > = <a> (3.1.7) 
于 是 表达 式 (3,1.1) 可 简化 成 
detA = >5 є(бо)<вс(><ва;>°<а,> 
sES o=o ayna, 
= 2'e(a)< o> (3.1.8) 
ES, 


当 аз = azh}, RITE 
< 1° i D> = 0 ей iĝi н 
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Sai G ii ii 
=<ijid -1t izi (3.1.9) 


我 们 称 Q" =|(a1,a2 a) |a EQ,i=1,2,…,nj} 为 广 
义 西 空间 , О" 中 向 量 a = (aaran), P= (br Бо", bu) 的 
内 积 定 义 为 


(a ,B)= уз аф, = а" В (3.1.10) 

AP a* = (āiā, En). 

为 了 获得 四 元 数 和 矩阵 行列 式 定义 的 一 些 感性 知识 ,我 们 先 考 
察 一 下 按 定 义 3.1.1 如 何 具体 计算 二 阶 和 三 阶 四 元 数 和 矩阵 . 

当 n=2 时 ,对 称 群 S = {(1)(2),(12)} ,对 照 式 (3.1.2) 一 
(3.1.5), 有 

ЎЎ о = (1) (2) = (2)(1), 8 г=2, п =2, п. =1,п-г=0, 

є (01)а, n Ga, = ( — 1)” "авац = (- азап = арап 

XF с2= (12), 9 r=l,n =2,n,= 1,n-r=1, 

RE є(02)а, „ап, = ( – 1)" anan 


_ 2-1 _ 
=(-1) аңа = -aznap 


故 ааа ИЕ 


а an 


an an 


Fana T ада 


ал an 
(3.1.11) 
єл =3 时 , 53 = {(1)(2) (3), (12), (13), (23), (123), 
(132)] ,有 
对 ct=(1)(2)(3)=(3)(2)(1), 有 r=3,n =3,n2=2,n3= 
1,п-ғ=0, 
(01) = an n an,n, ann, = ( 0)" agaa =азадац. 
对 o= (12) = (3) (21), 6 r=2,n;=3,n2=2,n-r=], 
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(02) = ац n anjaam, 二 (= 1)" "азаар = ~ азаар. 
ў 03 = (13) = (31)(2), 9 ғ=2, п =3,п=2,п-ғ=1, 

7.6 (оз)азалзаз = (- 1) азалзад = - амазаз. 

XF 04= (23) = (32)(1), 9 r=2,n=2, n=l, n-r=l, 

7.е(оа)азазац = ( –1)'азазаџ = — ayaza. 


Xİ os = (123) = (312), 9 r=1,n1=3,n-r=2, 
7. (05)азараз = ( — 1)2азуараз = азаразз. 
Xf o6 = (132) = (312), § г=1,л; =3,п- ғ = 2, 


D (06) а32а21413 =(- 1) azana 一 Q32CQ21X13. 


ац ap 413 ап an аз 
克 де (ал а» аз|= |а а» аз 
аз аз азз аз аз аз 


= азадап + 432421413 + а31@12@23 
Z 43141342) T @324)3@11 T 433@21@12 (3.1.12) 
由 上 可 以 看 出 , 按 定义 3.1.1 来 计算 四 元 数 矩 阵 的 行列 式 是 
异常 繁 难 的 .但 是 对 于 一 些 特殊 的 四 元 数 矩 阵 的 行列 式 ,由 定义 
3.1.1 易 得 : 
1 设 AEQ "车 A 为 对 角 阵 


qı 
A= q2 
qn 
则 detA = qungr-1…Q91. 
例 2 Ú AC Q # A 为 上 或 下 三 角 阵 
qı + 91 
= q2 A= q2 
A A 
q. dn 
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detA 三 Qnrgn-1…9d1， 


qi 
det 42 = — 939192 
q3 


91 
92 ` |=94919392 
q3 
q4 
202-0) 
(=1) 7 919-192 
qı 
q2 Gatland, 4 n 为 奇 时 ， 
. _ 2 2 2 
РЫ 一 (n=D 
qn-1 (—1) 7 4аЧ1Чп-142° 
dn 


92195,4 n HAR. 


93.2 ЗЛЖ КЕЛ 


首先 由 Q 中 的 分 配 律 ,我 们 有 : 
命题 3.2.1 设 aj,bjEQ,i=1,2,…,n;j=1,2,…,n, 则 


de 
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个 


ац ' ау а “' Ain 
a; -1,1 @-1,п @;-1,1 U Qi-l,n 
atban t а) +6, | =det| ад Е ад |+ 
i+1,1 . G;+l,n G;+1,1 Qi+l,n 
Anl `. Ann anl en Ann 


bu `" bin 
&i-1,1 Qi-in 
det bil `. bin 
Qitl,l 1? Qi+i,n 
anl АН Ann 
A * 
命题 3.2.2 ЖА= |! jee, (3.2.1) 
0 A 


其 中 AEQ, A EQO” C-9 д 


detA = детА»деїА | (3.2.2) 
证 оа lii i) E о 的 一 个 循环 因子 ,so€ 5,, НЯ 
Qi i Gi; Qi ы 520 得 : 
E iat, M ip, i. 1 7 ia 002, JA] 
11,42,71, @ 


类 但 地 , 若 > Шу, i >t, AN 
上 TS @ 
所 以 ,o 的 每 一 个 循环 因子 中 元 素 的 个 数 取 决 于 行列 式 中 满 
足 式 中 或 @ 的 非 零 项 . 记 & 是 满足 式 @ 的 循环 因子 的 乘积 ,w ЖАЙ 
足 式 中 的 循环 因子 的 乘积 , 则 由 式 (3.1.4) 得 o = ê 于 是 由 式 
(3.1.5) є(е)=є(#)є (т), МТН 5% (3.1.8), 


А *\ хз _ 
de 0 A.J" 2494025 | 


22 elel) <> <> 


= (8) <> Уує(т)< > 
£ 7 


=detAə>detA,) ü 
定理 3.2.1 设 AESC,(Q), 则 
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detA Є Р 
рр А ERIRE TRK. 
证 А (4), Н А'=А,Яа;=2,, РЕН (3.1.9), 
有 | 
< 区 > 中 
对 于 detA 的 表达 式 (3.1.1), 任 取 S, 的 一 个 具有 分 解 式 
(3.1.2) 的 元 素 c ,考虑 
{сб}=є(е)[< л1їәїз7°1әлу> +< пзп >] 
{<»)=)т›>+<п›усз})я;> с 
[< пуст, > + < п kin, > | Ө, 
表达 式 办 中 的 每 一 项 对 应 于 一 个 置换 ,所 有 这 些 置 换 有 相同 
的 循环 结构 ;它们 有 相同 个 数 的 循环 因子 , 且 相 应 的 循环 因子 的 长 
度 相同 ,于 是 它们 有 相同 的 奇偶 性 s(c). 因 此 ,fc}j 中 所 有 的 项 它 
必 在 detA 的 表达 式 中 .对 于 长 度 志 2 的 循环 因子 ,由 于 式 @ 中 方 
括号 中 的 这 样 的 两 项 是 相同 的 ,这 时 我 们 可 以 作 这 样 的 处 理 , 即 取 
相同 的 两 项 中 的 一 项 .由 式 @ 知 式 加 中 的 方 括号 中 的 所 有 和 都 是 
实数 , 故 {|cj} 也 是 实数 . 去掉 式 (3.1.8) 右 边 的 项 构成 的 一 个 集合 
的 和 {fc}. 令 т 是 一 个 任意 的 置换 ,从 余下 的 项 中 类 似 地 去 掉 { rj， 
显然 ,车 o 关 r+, 则 在 [oc] 和 {rj} 中 的 所 有 的 项 是 不 同 的 .上 述 的 方 
法 如 此 进行 下 去 ,直到 式 (3.1.8) 右 边 所 有 的 项 去 掉 , 这 样 就 证 明 
T 
detA ={o]+{r]++ [y] 
是 一 个 实数 ， D 
命题 3.2.3 AESC, (О), сЄ S, k 是 置换 a 的 一 个 循环 
因子 co= (pipri pkq1…9q) 中 最 大 的 数 , 记 
d= (pige qikp.'… pz) 
оу" = (kg qi p) (3.2.3) 


ср = (kp bay piq д) 
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则 有 <ву>+<вбу>=<вау' > + <a >. (3.2.4) 
证 由 下 面 方 括号 中 的 元 素 是 实数 ,我们 有 
<a >= <pr''' рЕ>1[< агара > + < pig q ik >] 
-<piq' q k>] 
= < Аадар bh >+ < piq q h >< pr pk > 
-<pr”Upk2><pq'''nk>, 
<> = < pige gik > {L< kps p. bi > 
+<pip2ypk>]-<pip2 pk>| 
= <р "py piq i" qi k > 
+< рг р Е>< руд q k > 
-<pig'"gqk>< ppk>. 
将 上 述 两 个 表达 式 相 加 , 即 得 式 (3.2.4) ,对 应 于 式 (3.2.4) 的 
右边 的 项 的 循环 因子 中 的 第 一 数 L 是 最 大 的 ,这 就 是 使 循环 因子 


的 表示 已 经 是 相应 于 式 (3.1.3) 的 正规 形式 . 0 
ЖН 35.2.2 设 AE SC,(Q), 则 
detP(;,j)*AP(i,j)=detA (3.2.5) 
证 若 i,j;,n 是 互 不 相同 的 , 则 有 
P(j,n)P(i,n)P(j,n)=P(i,j) D 
因此 只 须 证 明 


detP(j,n)* AP(j,n)=detA. 
者 交换 o 的 元 素 ” 与 ) ,将 o 变 成 c , 即 


с | п} = с 


detA = >) e(a)< o> D 


аЄ5 
п 


detP(j,n)* AP(i,j)= > ує(е)< о> | paj 
s€ 5 
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= У!є(0)<0с' > © 


o€5, 
# n 5j 在 同一 个 循环 因子 中 , 设 
с = (пру рч 907750120 
则 交换 n 与 ) ,可 得 下 面 的 置换 
в = (ура pngna)" 
ot = (пд чарт р) 
7 =(уерсчалпр о р) 
gt =(яр pija) 
由 式 (3.2.4) ,对 应 的 项 有 关系 : 
Lo >+<с >=<о'>+< t> @ 
由 于 c,c',z ,co "与 9。 + 有 相同 的 循环 结构 ,从 而 它们 有 相同 的 奇 
偶 性 e ,因此 由 式 @ 知 , 式 @ 两 边 两 项 的 和 6(o’)<o >+e(o) 
< > 变 成 了 式 @ 右 边 两 个 正规 项 的 和 ela'!*)<o'+>+e(s 1) 
<*>. 
Ж п,) 在 不 同 的 循环 因子 中 , 设 
вс=(тїүїр бї) (и тиуор гш) „5,4 ,1;20 
由 式 (3.2.4), 我 们 在 式 中 中 有 
<s >o > + <a >: <o > 
+<a > >i + <a >: < > 

=[<в >+ <a >]: [< a, > + <> > ]-:: 

=[<a(/' >+ <a t >]: [< o, t> + <s >]. 

在 最 后 的 表达 式 中 ,所 有 循环 因子 的 表示 都 是 正规 的 . 因为 在 
方 括号 中 的 所 有 数 都 是 实数 ,按照 正规 化 条 件 式 (3.1.4) 重 新 排列 
所 有 方 括号 的 次 序 , 则 表达 式 中 加 上 系数 es(c) 的 项 就 变 成 了 式 @ 
中 的 某 些 项 .因此 ,在 这 种 情况 下 ,通过 将 式 图 中 的 所 有 项 分 成 没 
有 共同 项 的 和 , 式 @ 中 的 所 有 项 就 能 正规 化 成 式 @ 中 的 项 .这样 ， 
我 们 就 已 经 证 明 : 
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detP(j,n)* AP(j,n)= > elo)<o > 


s€ 5, 


= >,e(o+)<or> =detA. o 


+ 
с es 


命题 3.2.4 B A= (а) СО" (Ж-А), AE 


А | 
detP(n (à ))А =AdetA 
ац а 12 ' Ain 


Вр det,A = det 


аһ-11 @з-1,2 U QG,-1,n 


Aanl Aan2 ` Адам 
ац а12 но Aln 
= Adet 
n-i аһ-1,2 “`° Un-l,n 
Unl an | Ann 


证 由 行列 式 定义 (3.1.1) 式 即 知 . 


(3.2.6) 


(3.2.6)' 


0 


命题 3.2.5 设 AESC,(Q), 则 detAP(n(4))=AdetA, 即 


а ` аул-у al 从 


@2\ `” @2,п-1 а2,„А 
detA, = det " ú 


dnl | @л,п -1 AnA 


[а ~ Gl,a-1 81, 
ар U Qa2,n-1 ах, 
= Adet 


Ani ` G,,n-1 ann 


证 由 行列 式 定义 (3.1.1) 知 


(3.2.7) 
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detA, = У ge(c)<ol><o>…<c> 


аЄ s, о=аасузо,. 


> :(с)<о > <> D 


Є 5 ,0=06| 


ЖФ<2> =<c>…<o>. 易 知 在 <5t> 中 元 素 的 足 标 
不 会 出 现 1 . 设 o1= (niri) WR о 的 长 度 小 于 等 于 2, 由 A' 
=A Жаы ani, a;, ,为 实数 ,那么 
LOID =а„А = Аа,„ Ro |> = Ani Qi nÀ = Aani a; , © 
如 果 o 的 长 度 大 于 2 ,定义 cl= (nis isi), BA ci 天 rl, 当 
且 仅 当 s1 关 1, 因此 这 样 的 置换 一 定 会 成 对 出 现 ,并 且 有 
<o>+<o>= (аата i анан "Wan )À 
= А(а,,а; уа ийа Ж йшй Gi: Gia) (9 
上 式 可 交换 的 理由 是 ;由 A* = A 得 括号 中 的 数 为 实数 .从 而 有 
detA; = > elo)lani iii; ‘За А)<62> 


26 5, = Л 


=A 2; (а) (аа ain)<5> 


065 =T 1 


=à 5з (а) cy adaA 0 
вЄ 5, 


定理 3.2.3 设 AESC,(Q), 则 
detP(:(A))* АР(:(А)) = ААаегА (3.2.8) 
证 由 定理 3.2.2 及 命题 3.2.4 与 3.2.5, 有 
detP(:(A))*AP(;(A)) 
=detP(i,n)* Р(:(А))" АР(:(А))Р(Е, п) 
=det(P(i,n)* Р(2(А))*)А(Р(2(А))Р(Е,т)) 
=detP(n(4))* AP(n (4)) 
= AAdetA g 
命题 3.2.6 AESC, (Q), W 
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а ak2 ee Akn 
det =0,k=1,2, n. — 1 
Gn-l,l an-1,2 5 Qn-l,n 
ац ak2 n Akn 


(3.2.9) 
证 ”对 于 任意 o€S, ,在 ec thn 和 k 的 位 置 有 下 列 三 种 可 能 : 
1 с=01(6) = (прге р e (ji 1,2220 
2 с=05(6) = (пре р): (пар) 71,55,1220 
3' а= оз(Е) = (прут pkj j) 751,220 
ї0203.2.9) Ж ЖЖ р, (409), ЯА d) = a = di j= 1, 
2,…,n。. 因此 有 
Co(k)>= hp pm> Lkr jk > 
ok)>=<hp pn> < nir ikje in 2773 
<оз(#)> = kpr pkj jm 27773 
XE D, P, d P =aj=a;= dj,i,j=1,2,…,n 1 
因此 对 于 1; i, J. j S<<n- 148 
<j >= < i> 
在 工 的 情况 下 ,定义 
s (k)"=(nji'''jbpi pi), L, t20 
显然 o (k)Zeri(k)23 B 42238 o (k)* ва .再 分 两 种 情况 ， 
@@ 当 z<ç1 时 ,< 之 局 1…j 此 > 为 实数 ,因此 有 
<a(k)>= <kpi pn> bik > 
=< Fp pn > 
=<ol(k)*> Ф 
@ 当 +1>>1 时 ,再 定义 
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olk) = (npr p) Свој) 1220 
显然 ,ai(&) 天 rt(R) 当 且 仅 当 oi() 关 ri(t), 且 可 知 满足 条 件 1° 
他 的 置换 一 定 成 对 出 现 .而 我 们 又 有 
<o (k)> + <o,(Ë)> 
=<р ерт > [< jih > + < ki k >]: 
= < прера pm > + < злу, у,Ёру pm 
=<s(k)* >+ <os,(k)* > @ 
上 式 交换 的 理由 是 由 于 方 括号 中 的 数 为 实数 (下 文中 也 如 此 ). 
在 2 的 情况 下 ,定义 
с2(6)* = (nj jki ра р) 1,220 
Ж ,с2(6) 5 r (k), BM Ч о (А) зт, (Б), X F BL Rh 8 
况 : 
@34 г,5=0 BF, T <n,m, > 为 实数 , 且 
< пп > = < nk>|[<ln, >+ <nk>]- <nk>) 
= [<> + < nk >] nk- < nk >< nk > 
= < knk > 
大 <ok)>=<kpr pn >< njim, > 
=<kpi pm> < pn, b >= 
= <®л,Ёрү? pm >= < с„(ЁЕ)* > @ 
OX 1 之 1 或 ;之 1 时 ,再 定义 
oak = (приро) nje jiki i)e, L, t, s20 
TA, ok)Ar (k) МНА Чо (Е) Ark), НЕЯ ER 
中 的 置换 一 定 成 对 出 现 , 而 我 们 又 有 
ok)>=<ppr pm >< mir ik > {< kj jn > 
+ nik > -<n jk >} з 
= < kp bm > {< jni > 
tngik><miik> 
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-<ni >< ni jk >]: 
类 似 地 有 
<P> = < 有 0 有 > 
+<mir ik >< ni i k> 
-<ne jik >< nirvik >ho 


那么 有 
<в›(#)> + <o (k)> 
=<Рр ерт >< з)лм tik > 
+< пет 
=[<уреулму г> 
+< Арпи >]<Ррү з руп > 
= [<Б тут гъ ру pm> 
+< kisi nje" jikpi pn> 1” 
= <os,(k)* > +< k)“ > 


@ 


作为 置换 的 集合 ,并 集 S=(1'@)U(1'@)U(2@)U(2'@) 
为 不 交 并 , 由 前 面 所 述 对 应 с: (k)-=Á; (R)*'(i=1,2), H S #| 3° 
的 单 射 , 现 对 于 3" 中 的 任 一 元 o3(8) = (apeu р ј,) 3 ЩЕ 
max{p1,…, prk) =k, А r 中 能 找到 一 个 置换 与 它 对 应 . ШЖ 
max{ pi, pi k) >k, MAE 2° 中 能 找到 一 个 置换 与 它 对 应 .由 
式 (3.1.5) 知 e(o,(&k))= -el(o;(k)*)(i=1,2), 从 而 根据 式 @， 


@,@,@,& 
detD, = Delo(k))<o(k)> 
сЄ 5, 


= 27 е(91(8)) <о1(в)> 
+ > g(o,(hk))<o,(k)2> 


+ Ў є(оз(#))<аз(&)> 


=- У) є(о1(Ё)*)<оу(&)* > 


AL 


- У) є(т›(#)*)<в›(#)* > 


sD 


+ У) є(аз(#))<ау(#)> 


s, (b) 


= 一 > є(03(2)) <оз(А)> 
a(k) 


+ У) elos(k))<ozlk)>=0 D 


уб) 
ЖЮ 3.2.4 ЖАЄ SC,(Q),# А 中 有 两 行 元 素 对 应 相等 ， 
则 
detA =0 
证 设 A 中 的 第 hh 行 与 第 4 行 元素 对 应 相等 , 则 由 A*= A 
МА ЮА 列 与 第 k& 列 的 元 素 对 应 相等 ,于 是 由 定理 3.2.2 知 ， 
detA = деіР(А, п)“ AP(h,n)= detB 
其 中 B 是 第 上 & 行 与 第 ” 行 元 素 对 应 相等 的 自 共 斩 阵 , 则 由 命题 
3.2.6 知 detB =0, 故 detA =0. 0 
定理 3.2.5 设 AE SC,(Q), 若 A ЮВА (Я) УЖА 
(FRACA ) ket, Rp 
anj = Аа (ар = aA) j=l n AEQ 
则 
det4 = 0 
证 因 4*=A, 故 当 A 的 h 列 与 第 k 列 成 右 比 例 , 即 cy = 
a 以 时 ,A 的 第 A 行 与 第 上 行 成 左 比 例 即 auw = Аа, ДНЕ 
3.2.2 及 命题 3.2.4 ,命题 3.2.5 知 (不 妨 设 hZ n) 
detA =detP(h,n)* AP(h ,n)= AAdetB 


其 中 В 是 第 k 行 与 第 FAAR Н ЖЕ aE RE, ЕКШ ЕЯ 3.2.6 知 
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detB =0, 从 而 detA =0. g 
定理 3.2.6 Ü AC SC, (Q), 
деғР (2,34) *AP(i,j,)=detA 
证 Ж А=а,, МЯ А* =А Жа ma, РЕН 3.2.1 
及 定理 3.2.5 HI 
detP(i,j) AP(i, ji) 
ЖОШ; 


ап x ар а; U Aln 
=|А|+|аа с аА e ар бб ашы 
аң `" a, A o аш U ашы 
ац а1; Ain 
Aajl Аа Аа» (i 行 ) 
十 . 
А 
ай ај; Ajn (j 行 ) 
а Ani Qnn 
i 列 ” jA 
ац А a I; Qin 
да; Ла: А да Аа» (i 行 ) 
十 ... 
аң aji À аң аы | G 行 ) 


Anl `. а: А ne Anj АЫ aan 
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=|A|+0+0+0=detA ü 
推论 设 AESC,(Q),S 是 由 P(i,j) 与 P(L,h&) 组 成 的 一 
系列 初等 矩阵 之 积 , 则 
дег5 * AS = detA 
证 由 定理 3.2.2 与 定理 3.2.6 即 可 推 得 . 0 
定理 3.2.7 Ü AC SC,(Q),U€ Un" J 
det UAU * = detA 
证 NUEU”, WJ UU* = 了 ,因而 U 经 过 若干 次 列 的 消 
法 变换 可 化 为 V = diag(1,…,1,a)(a 关 0), 即 存在 消 法 矩阵 Pi, 
-P tE ОР, ·--Р, = УЧ ,于 是 
ОР; …PP(nz(a 1))= I 
由 此 可 知 
U*=Pi:P,P(n(a 1)) 
从 而 有 
1 =detUU * 
=detP(n(a7!))* P,* =P, IP Р,Р(л(аС1)) 
=a la !detI = |а 1|2 
于 是 便 得 到 
det UAU * 
=detP(n(a `1))* P, * + Pi * AP Р," P(m(a "1))* 
=detP(xn(a '))* АР(я(а7!)) 
= |а ` !|2detA = detA [] 


93.3 ЛЖЕТ | X.R 3: JE 


在 上 两 节 , 虽 然 已 给 四 元 数 和 矩阵 的 行列 式 下 了 定义 ,但 它 一 般 
不 具有 常规 行列 式 的 诸 性 质 ,然而 我 们 注意 到 对 自 共 印 四 元 数 矩 
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阵 来 说 ,常规 行列 式 的 一 些 性 质 仍 类 似 成 立 . 于 是 启发 人 们 用 
A * A 的 行列 式 代 替 A 的 行列 起 ,这 就 是 由 陈 龙 玄 教授 于 1991 年 
首先 提出 的 所 谓 四 元 数 矩 阵 重 行列 式 的 概念 ,并 建立 了 重 行列 式 
理论 .这 一 理论 在 解决 四 元 数 体 上 线性 代数 的 一 些 重大 问题 的 过 
程 中 显示 出 较 大 的 优越 性 . 
定义 3.3,1 W AEQ*”, 则 定义 A 的 重 行列 式 为 
1A1=1A*A| (3.3.1) 

命题 3.3.1 设 AESC,(Q), 则 存在 由 P(i,;),P(/,k,) 组 
成 的 一 系列 初等 矩阵 之 积 P i P. P, = S, 此 S п), B. 57005 
这 类 初等 矩阵 之 积 ,使 

S ”4S=diag(ciyczc)ciERI=1……)7 (3.3.2) 

证 对 A ЮИ л 作 数 学 妇 纳 法 . 当 n=1 时 ,显然 命题 成 
立 . 设 A 为 n 一 1 阶 时 ,命题 成 立 , 现 对 n MARARA = (а„)Ж 
证 明 命 题 成 立 . 

车 call 天 0, 为 了 把 位 于 第 i 列 第 1 行 的 矩阵 元 素 化 为 零 , 作 
“把 第 1 列 的 右 ( ~ an tc) 倍加 到 第 i 列 " 的 初等 变换 ,为 此 只 
要 把 相应 的 初等 矩阵 

P,=P(i,(—añan ')1),i=2,.…,n 
逐个 右 乘 于 A ,就 得 到 


AP, Py--- P, = (е 0 ) 


С В,-1 
其 中 C= (anag, an), В, 19 п 一 1 阶 方 阵 ,注意 到 把 Р, 
(22,55 п) ЕНЕНЕ Р," (i =2,…, nn) 左 乘 于 A 时 ,就 
实现 “把 第 1 行 的 左 ( an -1a1;) 倍 加 到 第 i 行 "的 初等 变换 ,于 
是 有 
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其 中 P =I ,W п -1B EE A, 4528 B EB E. 由 归纳 假设 , 它 
已 经 可 用 初等 变换 化 成 实 对 角 阵 , 当 对 式 中 右 端的 方 阵 A,- ER 
等 变换 时 ,并 不 影响 中 中 已 形成 的 第 上 行 和 第 1 列 , 于 是 当 au 天 0 
时 ,命题 已 经 证 明 . 

当 an 0 时 ,车 有 某 а, 关 0(t =2,3,:-:, п), ШЕНЕ B 
=P*(1,t)AP(1,z) 中 ,位 于 第 1 行 第 1 列 的 元 素 是 a, #0, P, W 
上 面 讨论 过 的 情形 . 

当 所 有 а. 均等 于 零 时 , 则 ann(i=2,3,…,n) 中 至 少 有 一 个 不 
为 零 ,否则 A 中 的 第 1 行 . 第 1 列 丝 为 零 ,可 归纳 为 n -1 的 情形 . 
车 有 某 а;52002<ј<п), 


Р'(1,3)АР(1, ji) = 


2а L 
L* | 
其 中 LEQL4 D ,A,_1€E SC,-1(Q), 而 由 
2a #0 
问题 归结 为 上 面 已 讨论 过 的 情形 . 于 是 命题 得 证 . 0 
推论 设 AESC>(Q), 则 存在 由 P(:,;),P(1,k ARK 
一 系列 初等 矩阵 之 积 PP;…P,= 5, 5 可 逆 , 且 S-1 仍 为 这 类 
初等 矩阵 之 积 ,使 
$ *А$=Фар(с\,су,°*›с„),с,>0,!=1,©,л (3.3.2)' 
定理 3.3,1 АЄО"*”, JJ 
ЈА 20 (3.3.3) 
证 A" A HAJH, SK H fy 3.3.1 知 , 存在 由 
P(z7),P(L, 必 ) 组 成 的 一 系列 初等 矩阵 之 积 P, Pr P, = S ,此 
5 可 道 , 且 S 一 仍 为 这 类 初等 甜 阵 之 积 ,使 
S 4 AS=diag(h 2 hn) AER, i=1,2, 7 
(3.3.4) 
故 |All =detA*A=detS*A*AS 
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= | diag( ài, 42. Àn) | = AÀ An ER (3.3.5) 
由 式 (3.3.4) 义 有 
diag(X 1 àz tàn) = (AS)’ (AS) 
= (Pipas 6.) (Bibba), 
其 中 B81,…,B, 是 AS 的 列 向 量 , 上 式 表明 ,S 把 A 的 列 向 量 正 交 
化 为 
(8:,8;) = 3A A =(B8.,8)=BB20, =1,2,-:..n 


(3.3.6) 
于 是 由 式 (3.3.5) 及 (3.3.6) 即 得 
| A = Ar: 2,20. D 
定理 3.3.2 R ACQ”, W 
lA*]1=lAI (3.3.7) 
证 首先 由 定义 3.1.1 可 直接 验 明 
ае оја. 2) D 


因 左 端 展开 后 的 每 一 项 也 是 右 端 中 的 项 ,反之 亦 然 , 故 相 等 . 


як, (о 1 TRA- зилди P, a) ZBR ВЖЕ 
理 3.2.6, 式 中 及 命题 3.2.2, 即 得 


(0 ПАТ =C D"IAA* 1=dal ^0 ° 


A 
(о 2) 4) 


ОИ 
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-I 0 
= 7 Кя 
= (-1)1А*А|=(-1)" ПА || 
故 式 (3.3.7) 成 立 . D 
定理 3.3.3 设 A,BEQ"*", 则 
lAB|]=HBall Bi (3.3.8) 
uE 由 式 (3.3.4) 一 (3.3.7) ,可 得 
АВ || =|B*(A*A)B|=|B*(S*) 1S*(A*A)SS-!B| 
= |(5 'B)"dig(Ai,A2 """,А,)(57'В)| 
= | (diag( V A1, Аз,» àn) STB)" (diag(V a1, 
=, An )ST'B)| 
= ||diag( Vài, А„)57!В | 
= (diag(VA AS 1B)* | 
= || (S7'B)* diag( Vài, А„) 1 
= | (S71B)* || АА-А, 
=|](s“p)llal=lBilal=ilaliBi n 
推论 RA, BEQ", ЖАВ, 


1А 1 = BI (3.3.9) 
证 НАВ, ТЕТ Е PE "х", 
РАР! = В 
于 是 由 定理 3.3.3, 即 得 
IBI = | РАР"! {= 11Р |Р! Al 
= | РР | А1 = 11 1А | = 1А 0 


定理 3.3.4 设 P=P(i,j),T=P(i,j),G=P(i(X))，, 
ЖАЄ О" "Б ,ШВ 
1АР | = 1А 1, [РА = А, 


АТ = ПАП, АС = ЗАА 3340 
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2 AC 0" “" Е, Д9 
| ТА | = АТ = 1А || (3.3.11) 
| СА | = [| АС || = АА 1А || (3.3.12) 
3 щЩАЄ О" RE 2 A 的 第 h 列 ( 行 ) 是 第 & 列 ( 行 ) 的 石 A 
(Ж: А) (А526), WA 
[А | =0 (3.3.13) 
证 1 AAAA ВЖ, H ЕЖШ3.2.2 及 定理 3.2.6, 有 
| AP || = |(AP)* АР|=|Р* А*АР|=|А*А|= [А | 
| РА | =|A*(P*P)A|Ļ=]A*IAl=ļa*al= [А | 
АТ = |Т" (А *А)Т| = [А *А|= [А і 
| AG 1 = 1С" (А *А)С| = А|А*А|[=А Al. 
2 ЖАСО" ", HEB 3.3.2,9 
| ТА [| = | (ТА)* | =1(ТА)(ТА)* |= (Т(АА *)Т" | 
= |АА* |= |А 1 = lal. 
由 定理 3.2.6, 有 
| AG || =|G*A*AGI]=AA|A *А|=А 1А || 
由 定理 3.3.2 及 定理 3.2.6, 有 
[ СА [| = | (СА)* || =|(GA)XGA)*|=]G(AA*)G*] 
= АА | АА * | = АПА“ | =a 1А || 
3 HA "A АЖА 23.2.4 即 知 
[А1 = 1А*А[=0 o 
Ж A=(aj)=(a az ran) EQ”, 其 中 oo ЖА 
的 列 向 量 .由 А 引进 列 向 量 
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w; = det (а "ауада; +7" 10)) ,J =1,2,5°,л 


(3.3.14) 
这 样 的 记 法 是 为 了 简便 和 醒目 .这 里 约定 1 = ар. 可 以 证 明 
(к,а) = А1 ,2,3= 1,2,9, (3.3.15) 
设 оу = (иу, U Wj Wwy) WERE W = Со) „хп, MA 
(3.3.15) 可 写成 


> ато = >Ə акчы) = ды Il A | , k,j}=1,2 n,n 
tzl t=1 


(3.3.16) 

定理 3.3.5 四 元 数 体 上 的 方 阵 A=(a.a, 1, an) 8 W) 

充分 必要 条 件 是 它 的 重 行列 式 || А 1550, ВА! = (bp), Бъ 
(3.3.19) 所 示 . 

证 НА 可逆 , 即 存在 A-1, 使 A-!A= 了 由 定理 3.3.3 有 ， 


1=l]Hil=la `'al=ja- 1 - 1А, A 0. 
щ | А [5©0,ЕН5%(3.3.164 Ж] А‘ W = I || A || ,或 
TATW*A=1 (3.3.17) 


可 见 此 时 存在 A 之 左 道 .由 定理 3.3.2; А l = [А 1 50, 8 
此 4 ”也 存在 左 道 , 即 同时 存在 A 之 右 道 ,而 右 道 必然 等 于 左 道 ， 
故 A 存在 唯一 的 逆 矩 阵 A -如 式 (3.3.17) Bp 
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aS l ys SS 
А ТАТУ 000), ба ТАТЫ 
依 定义 3.3.1 展开 式 (3.3.14) ,向 量 o; 可 表 为 


= * ... 
ву = дебата; 100517 ау 1)" (aittta;-1G,Gj+1 
j 1 J j 


an-10;)= У) adj (3.3.18) 
t=A 
S 8, = (0…010…0) ,其 中 “1 在 第 开 个 位 置 , 则 


ш = k w = (Sk) = (б, > асу) = > (drsa) с; 
由 式 (3.3.18) ,最 后 得 到 
ba = AT ов б = Чеаусау-үашу+ү са, 1,8)" 
(аара арыу” a, - ia), 3,8 1,2,9", п 
(3.3.19) 
定义 3.3.2 ¿AC Q, || А | #0, ДА ERRE 
阵 ,否则 称 为 奇异 矩阵 . 

由 定理 3.3.5 及 定义 3.3.2, 可 得 如 下 

推论 БАСО""", MJ A BA 非 奇 异 . 

定义 3.3.3 P aja, a. 是 Q 上 的 7 个 nn 维 列 向 量 , 若 
存在 不 全 为 零 的 四 元 数 c1,c2，… ,c; 使 得 

суа t con. + + ca, = Ü 
则 称 向 量 组 aaz ,a, 为 左 线 性 相关 ,否则 称 为 左 线 性 无 关 . 同 
样 可 定义 右 线 性 相关 和 右 线性 无 关 . 

定理 3.3.6 А, = (а, am) E Q”, ДЕ 
la oj 右 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 上 Arxa | 0. 

证 fanan FREMAN, EWE aral <m) 
是 它 的 一 个 极 大 右 线 性 无 关 组 ,于 是 存在 由 若干 个 初等 矩阵 - 
PG, j), P(k, h)Z S ,{й 
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A,x S= (91,',а,)5 = (а, a, 0, ,0),s<m 
由 定理 3.3.2 ,得 到 

ЇЙ Anxm | = ПА, „5 1 = (a, , as,0,.% ,0) || 

= ||(А,,0) || аА 00 (3.3.20) 

ВЕД, |А, „ | 920 时 , 它 的 列 向 量 组 只 能 是 右 线性 无 关 的 . 

MEVEY. laia r an ARETA, W 41,92, """, Am 
都 不 是 零 向 量 .显然 存在 若干 个 行 的 初等 变换 P(; , 力 和 列 的 初等 
变换 Т=Р(Ь,1,) ,使 


c 0.…0 Cl 0 ... ... 0 
| * C2 0 0 > 
А„х» x : ж | : * 
M * M x 
x 
ci 0 cl 0 
C2 C2 
* Cm Cm 
x 
即 存在 初等 矩阵 之 积 P 和 了 ,使 
Cl 0 
52. C 
FPA,x T = `. -| |, с\су Cn 0 (3.3.21) 
0 cm | \В | 
于 是 由 式 (3.3.10) ,有 
C 
| Ах | = | PA,x = T | = | (5) | =det(C* C+ B* В) 
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bitGi( b+0 … 0р, +0 


b21+0 pt+czcz … buat0 


= det 


Prit0  бы+0 + зы 
其 中 B* B=(5b;), xa. ВАЖНА 3.2.1 及 3.2.2, 把 上 行列 式 
按 行 完全 拆 开 ,得 到 若干 个 都 是 自 共 思 的 行列 式 ,它们 可 以 调整 成 
对 角 块 形式 ,再 利用 定理 3.3.2 得 知 它们 的 值 都 非 负 ,于 是 得 出 
I Anxm || =detC* C+detB* B ++ | 
= бүсүёусә б + | В] + 
>®ё\с\б)со'°быСсы 20 [] 
Ë 即使 x = n,A 是 方 阵 的 情形 , 列 向 量 右 线性 无 关 的 条 
{ЕПА 1520, 97715 |А [520 代替 .例如 ， 


:a 


ai, a 右 线 性 相关 ,而 
i k ар 
B |  — k* =2=0 
ИМЕЕТЕ 
k | -a 2/7 
В| › B, 右 线 性 无 关 ,而 | 
Ка i k|_ /2 0 
Б кес! | i dc 人。 ia, 


定理 3.3.7 Ў АЄ О" B€ Qux= C € Q=” pe 
Q" m HJ | 


||| 01=| ||? el-iris 


(3.3.22) 
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ож |А P| танив 


A D 


а с (2 3 pN 
„n, (А 0 WA D 
ЕЕН! | 
_, [A*A A*D 
Zdelo A D*D+B*B Ф 
BA, | AJ =0 时 ,由 定理 3.3.6 知 A 的 列 向 量 右 线性 相 
关 , 则 G 的 前 ”个 列 人 向 量 亦 右 线 性 相关 , 故 1 外 G || =0, 此 时 定理 
成 立 ， 
ж |А 1 520, 019 259 3.3.5 知 , A BS. AY А“ Й. 


_ -1 
记 S=(1 А "m s виз RARER P, nli, 


刀 ) 的 乘积 ,由 于 对 任意 的 Р, .„(2, ORA 
|P,.= (i, )"(G*G)P,,,(i,j)|=|G*GI 
故 由 式 中 及 命题 3.2.2 有 
|l GI =1G*G]=]|S*G*GS| 
In о s. A* D 
-D'(AT)* I„/\D*A 六 人 
I, -A-'D * 
ү L, а^ в'в) 
= |В*В|А*А[= В ЛА = АПВ 
同 理 可 证 其 他 情形 . 0 
定理 3.3.8 设 AEQ BEQ”, СЄ "х", p € 
Q%””” B A Щй, 


= det | 


| =|АЙ Їр-СА7ВЇ (3.3.23) 
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证 4 A 可逆 时 ,我 们 有 
| In О\/А B A B 
(a | )(é 8) = (0 р - СА -!'В 
р ЖАПЕ РСЕ ZE, 于 是 由 式 
(3.3.11) EM 3.3.7 即 得 所 证 . D 
定理 3.3.9 Ü AEQ”, DC Q””™, Неа, B € 
Q"xw,CE Q”*", 则 有 | 
[0 - СА !'В | = (1А) HDI ДА BDC | 
(3.3.24) 
证 因为 有 


É в I, 9 (4-80 c B) 
C D -D'C Im E 0 D 


I, 0 
pic 1 |а жил P (i, h)Z B, W iB sË 
(3.3.11) 及 定理 3.3.7, 有 


АВ| _ А 
| 7| =j|a-BD-'C| | D| (3.3.25) 
于 是 由 式 (3.3.23) 与 (3.3.2S) ,有 
LAI I D-CA~'Bį =| A-BDCI IDIL (3.3.26) 
由 此 即 得 式 (3.3.24). g 
3.3.10 AESC? (Q), № 


上 
|A|=detA = || A |! ° (3.3.27) 
证 因 AE SC>(Q), 则 存在 可 逆 阵 PE Q"x"( K SI ë ga 
4.3.2) 使 A = PP* ,于 是 由 定理 3.3.3 及 定理 3.3.2, 有 


lAl]=8PP*|=IPHIP*'IH=IPI2 
lA|=]PP*|= | P* || = ll P l 
2 + 
故 [Al*= {А,В А|= 1А 1°. 0 
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推论 ЖАЄ 5С?(0), д | 
|д [= деА = || A || ° (3.3.27)' 
证 ”对 任意 实数 e>0, 则 A+ el€ SC>(Q), 由 定理 3.3.10， 
有 1 
|А+ |= А+ || 
在 上 式 中 , 令 e->01 , 即 得 


\А|= [А]? 0 
定理 3.3.11 i AESC (Q), ШЕЖЕ PE Q"*"， 
有 
|РАР*|=|РР*||А! (3.3.28) 
证 由 定理 3.3.2, 有 
| PAP* | = 1Р1 А(([|Р* 1 = PPRA 


再 由 上 式 及 定理 3.3.10, 即 有 
РАР“ | = | РАР" |= | PP* || || À | 
=|РР* || А| D 
推论 设 AESC>(Q), 则 对 任意 可 逆 阵 PE Q"**, 有 
|РАР* |= |РР* ||А| 
证 对 任意 e>0, 则 有 A+eIESC>(Q), 由 定理 3.3.11 有 
ІР(А +eI)P*|=|PP*||A+ell 
在 上 式 中 令 e->01 , 即 得 
IPAP*'|=|PP*||A|] D 


83.4 DARIE EITI АХ БАН 


由 上 我 们 看 到 , 重 行列 式 在 解决 四 元 数 体 上 线性 代数 的 一 些 
重大 问题 有 着 很 大 的 优越 性 ,但 四 元 数 体 上 的 重 行列 式 和 逆 和 矩阵 


若 按 定义 计算 是 相当 麻烦 的 .下 面 给 出 四 元 数 和 矩阵 重 行列 式 与 逆 
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矩阵 的 具体 计算 ， 


À x 
定理 3.4.1 设 A= jc 
lal = pa Zetan]? (3.4.1) 
当 A 为 下 三 角 阵 时 也 有 类 似 结果 . 
证 由 定理 3.3.7 即 得 . П 


定理 3.4.2 ЖАСО" "", ЖА | 50, ДЕТЕ SE 
Q"*", 且 S 是 一 系列 初等 阵 P(i,j) 与 P(i,j,) 之 积 ,使 SA = 


Ау ж 
А, 


证 ЖЕ ЯЕ ЕЕ A 可 通过 一 系列 行 ( 左 ) 初 等 变换 
化 为 上 三 角 阵 即 可 . 

对 4=(apjxnEQ "我们 按 以 下 几 步 进行 ; 

1. Ж ai 天 0, 第 ERU -anan ! 加 至 第 i 行 (i =2,…， 
n) WEK aii 所 在 列 中 an 以 下 的 元 素 辟 化 为 0, 再 转 至 第 4 
%; 

2.Жац=0,1Н а,50(:Є 12,3,…,n]}), 则 互 换 第 1 行 与 第 
i 行 ,再 回 至 第 1 步 ; 

3. 若 au=ai=…=ad=0, 则 显然 有 1 A || =0; 

4. 将 去 掉 第 1 行 与 第 1 列 余下 的 子 阵 重复 上 述 作法 ,直至 最 


,从 而 有 1 4 1 =la Aa lAn]. 


À x 
后 可 将 A анион сся = | :此 


RRA | AJ = 1А 21А 12А, |2. 0 
容易 看 出 ,上 述 定理 的 证 明 过 程 就 是 四 元 数 重 行列 式 的 一 种 
计算 方法 , 它 相当 于 实数 域 或 复数 域 上 的 行列 式 的 消 元 法 .此 方法 


中 四 元 数 的 乘法 运算 次 数 约 有 广 ? 次 ,与 按 定义 3.1.1 进行 计算 
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所 需 约 (2 一 1)n! 的 计算 量 相 比较 , 当 n 较 大 时 ,要 少 得 多 , 且 便 于 
编程 计算 . 

由 定理 3.3.5 知 对 AEQ”, 4 || A || Z0 时 ,A 是 可 逆 的 ， 
由 定理 3.4.1 结合 定理 3.4.2 并 仿照 复数 域 上 做 法 容易 证 得 如 下 

定理 3.4.3 i ACQ | A || 50, ДЕТЕ ВЕ TE 
О", НТА ЖУЗ Р(:,у),Р(:,),)Ж Р(:(Л))2Ж 
积 , 使 得 TA =E, ШЖ А Т! = T. 

此 定理 告诉 我 们 , ОФА 必 可 通过 一 系列 行 ( 左 ) 
初等 变换 化 为 单位 矩阵 1 ,因此 ,我 们 可 以 把 复数 域 上 求 逆 阵 的 
初等 变换 法 移植 到 四 元 数 体 . 

АЄ О" "ЕЖЕ B=(A, 1,) Є Q”, X В RETK 
( 左 ) 初 等 变换 ,直到 将 В 化 为 形式 (I , 工 ) ,此 时 TXA, Ф 
此 过 程 不 能 完成 , 则 必 有 | 上 A | =0,Ш A 不 可 道 .此 法 中 四 元 数 


乘法 运算 量 约 为 地 ?次 , 比 用 定理 3.3.5 中 给 出 的 公式 中 的 所 需 
的 m3n! 的 计算 量 要 简化 多 了 , 且 易 于 编程 计算 . 


83.5 四 元 数 敌阵 行列 式 的 其 他 定义 


本 节 简 要 地 介绍 四 元 数 和 矩阵 的 行列 式 的 其 他 定义 ， 
谢 邦 杰 教 授 对 n 阶 四 元 数 和 矩阵 A 的 行列 式 ( 不 妨 记 为 | A | 
= деп A ) 是 这 样 间接 定义 的 :如 果 А1— А 能 由 定义 2.1.3 中 所 规 
定 的 三 类 初等 变换 化 简 成 
1 


1 
Ф1(А) 


(А) 
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其 中 p16) p20X)1…g,(X%) 为 R 上 的 首 系 数 为 1 的 多 项 式 , 则 定 
义 
141=detA=(-1)"pl(0)…2.(0) 
АЗЕД ЕЕ A 来 说 ,上 述 行列 式 的 定义 可 等 价 地 
ЖЫШТ: 
定义 3.5.1 设 A=(a;)E SC,(Q), 则 定义 
a11 212' "G1n 
ад 2222, 


[А |, = йер A = det, 


ап 2,2 


a 一 
= Ze(a)an iii, a; i 
aES - ; 


1 i din 1 22); 7 ajm ' тал `: йл, 
(3.5.1) 
其 中 S, Жл 文字 的 对 称 群 ,o 的 循环 表示 应 写成 如 下 正规 式 : 
e= (nri2i3 is) (појојз еј, (kakak) (3.5.2) 
ni <i, in Cj, ji yn ka, ski (3.5.3) 
1= nln <: < n,<n (3.5.4) 
(0) = (– 1) D+ D+ t(D) 
=(-1)"-" (3.5.5) 
同样 可 以 证 明 下 述 


定理 3.5,1 设 AE SC,(Q), 则 有 

1° деп Р(:,у)* AP(i,j)=detiA 

2 deti P(i,j,) * АР(ї‚ у) = det, A 

3 аец P(i(2))* АР(:(А)) =A detA 

谢 邦 杰 意 义 下 的 四 元 数 矩 阵 行列 式 的 研究 ,在 20 世纪 80 — 
90 年 代 中 获得 了 不 少 成 果 , 对 四 元 数 和 矩阵 的 研究 起 了 较 大 的 推动 
作用 . 
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我 们 指出 ATREA A 来 说 ,|A1 与 1A1i 不 一 


定 相等 ,例如 取 
i k 
л a) 
) 1 
则 有 |А | =aņpaı-anan=li~j'k=i-i=0 
|А |, = аһа» - арад =1:1- кј=і+і= 21 
故 А 154141, 


ВРА ЕЖ, Pk k Z ЖИТ КИТ ЭХ Б 
谢 邦 杰 意 义 下 的 行列 式 是 一 样 的 , 即 这 时 定义 3,2.1 与 定义 
3.5.1 是 等 价 的 .事实 上 ,我 们 有 如 下 

定理 3.5.2 设 AESC,(Q), 则 

|А|,=|А| 

证 因 A*=A, 则 由 命题 3.3.1 4, FETARE SEQ”, 
Н 5 由 P(i,j),P(L,k;) 组 成 的 一 系列 初等 矩阵 之 积 , 使 得 

S ”AS=diag(cl t, cn) G ER, i=l, u,n 
于 是 由 定理 3.2.2 及 定理 3.2.6, 有 | 

detA = det(diag( c1, ,cn))= сусу ec, 
同样 由 定理 3.5.1, 亦 有 
деп А = сус" ‘с, 

故 lAh=lAl n 

此 外 , 四 元 数 矩 阵 A 的 行列 式 还 有 如 下 一 种 定义 ,不 妨 称 之 
为 四 元 数 和 矩阵 A 的 拟 行列 式 . 

定义 3.5.1 WACQ”". H ASA; +Aj, A AECE”, 


a= (4 ест (3.5.6) 
则 定义 A 的 拟 行列 式 为 2n REER A 的 行列 式 , 即 
| айегА =detA = [де | A (3.5.7) 
А, | 
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拟 行列 式 保 持 行列 式 的 一 些 重要 性 质 ,例如 ; AE Q*** 可 省 
当 且 仅 当 qdetA 关 0; 对 任意 A、BE QQ", 有 qdetAB = 
qdetAqdetB; 准 三 角 分 块 方 阵 的 拟 行列 式 等 于 其 对 角 块 拟 行 列 式 
的 乘积 等 .但 是 也 有 一 些 行列 式 经 典 性 质 对 投行 列 式 不 成 立 , 例 
如 :行列 式 不 是 行 ( 列 ) 的 线性 函数 ;其 Lpalace 展开 公式 不 再 成 立 
等 等 .但 拟 行列 式 还 有 一 些 性 质 . 

定理 3.5.3 

ВАЄ 9"*", 0 adetAC R; 

2 HACC”, M] даесА 2:0. 

证 1 А= А +А›Ј,А, AEC”, BH 


ш — |А 
于 是 qdetA = detA’ = 


把 这 个 复 行列 式 作 如 下 变换 ; 

1) 以 -1 乘 第 1,3,…,2n 一 1 行 和 列 ; 

2) 第 i 行 与 第 :+ 1 行 对 换 , 同 时 第 г 列 与 第 t + 1 列 对 换 ,t 
=1,3…,2n~1. 

- 按 行列 式 的 性 质 , 上 述 变换 不 改变 此 复 行列 式 的 值 ,但 另 一 方 
面 , 变 换 之 后 的 行列 式 成 为 det A° = qdetA , 故 qdetA 是 实数 . 


证 2 ЧАЄ Сте, A = [5 А), 
0 A 
А 0 _ 
故 qdetA = ЁК N =detAdetA = | detA |2220. (1 


我 们 自然 会 问 , 四 元 数 年 阵 的 重 行列 式 与 拟 行列 式 之 间 有 什 
么 关系 ”我 们 将 证 明 , 四 元 数 方 阵 的 重 行列 式 与 拟 行列 式 是 一 至 
的 .为 此 ,我 们 先 给 出 关于 四 元 数 和 矩阵 的 Jordan 标准 形 的 一 个 定 
理 ,而 其 证 明 可 参见 文献 [25]. 
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定理 3.5.4 设 AEQ"*", 则 A 相似 于 一 个 Jordan ИЖ 


J, 即 存在 可 逆 阵 P € Q“ " ,使 
Ja бә) , 
P 'AP= (в), =J, У n,=n 
Ј, бәр) = 
(3.5.8) 
其 中 
o 1 
б) | ,1 JER 1<s<k (3.5.9) 
ш, 1 


P w, =a, + БаЄ С, b 20,1 Ssk. НТ 8 Jordan B HF 
列 次 序 外 ,J 是 由 A 唯一 确定 的 .我 们 称 式 (3.5.8) 中 的 了 为 4 的 
Jordan 标准 形 . 

定理 3.5.5 W AC Q. M A 的 重 行列 式 等 于 A 的 拟 行 
列 式 , 即 有 

JA || =qdetA (3.5.10) 

证 设 A 的 Jordan 标 准 形 J= ар (Ј, AD JAD 其 
中 1,…,X4 为 复数 , 则 由 定理 3.5.4 知 ,存在 可 逆 阵 PE О" ", 
使 得 P-'AP=J, 由 定理 3.3.3, 有 


EJI = P'AP = | P i [АПР = А1 
再 由 定理 3.3.7, 有 
ЙА = Л, (OQ) || 


而 
И А) =A ADI 0 ADI A)| 
7 ГАТ = Д Аад „ә 
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另 一 方面 ,由 复数 矩阵 的 性 质 知 
J°=(P-!AP)’=(P)-!AP? 
于 是 有 
А° |= 17 [= 1аав(7,Ј) = ІЛЛІ 


= Ц аә) 


所 以 有 
[А 1 = | А°] =qdetA 
推论 it AC Q' x" W| adetA20. 
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第 四 章 ”四 元 数 和 矩阵 的 另 几 个 
数值 特征 


矩阵 是 由 m x x 个 元 素 排 成 的 一 个 整体 ,这 个 看 来 相当 简单 
的 对 象 ,实际 上 可 以 千变万化 ,极其 复杂 ,这 也 许 就 是 矩阵 魅力 之 
所 在 .但 是 在 许多 实际 情况 起 突出 作用 的 常常 是 矩阵 的 某 些 数值 
特征 ,如 和 矩阵 的 行列 式 、 特 征 值 、 奇 异 值 . 秩 、 迹 、 范 数 等 ,这 些 数值 
特征 构成 了 常规 矩阵 理论 中 的 重要 内 容 而 被 普遍 地 研究 过 ,对 四 
元 数 和 矩阵 来 说 , 当然 也 要 重点 研究 这 些 数值 特征 .我 们 曾 在 第 三 章 
专门 讨论 了 四 元 数 矩 阵 的 行列 式 问题 ,本 章 将 继续 讨论 四 元 数 撼 
阵 的 特征 值 谱 、 奇 异 值 秩 与 迹 等 几 个 矩阵 数值 特征 ,而 关于 这 些 
数值 特征 的 不 等 式 将 放 到 第 五 章 讨论 . 


84.1 四 元 数 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 多 项 式 


由 于 四 元 数 乘法 不 满足 交换 律 ,这 使 得 四 元 数 矩阵 的 特征 值 
与 特征 多 项 式 的 定义 及 性 质 比 起 常规 矩阵 来 要 复杂 得 多 . 

定义 4.1.1 设 AEQ"*", 若 存在 14EQ ROZ EQ”, it 
得 

Аа=аА( Ах = да) (4.1.1) 

则 称 4 为 A 的 右 ( 或 左 ) 特 征 值 ,而 称 a 为 A 的 属于 右 ( 或 左 ) 特 征 
值 4 的 特征 向 量 . 如 果 А 既是 4 的 右 特征 值 ,又 是 A 的 左 特征 
值 , 则 称 4 为 A 的 特征 值 . 

Ж ”四 元 数 和 矩阵 A 的 右 特征 值 不 一 定 是 左 特征 值 ,反之 , 左 
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特征 值 也 不 一 定 为 右 特 征 值 .我 们 将 在 后 面 举例 说 明之 . 
定义 4.1.2 ACO" ЖА, 一 A 为 A 的 重 特征 
多 项 式 , 记 为 F (4 ), 或 简 记 为 F(X), 即 
Ел(А)= Bar,- А | (4.1.2) 
定义 4.1.3 ЖАСО" WF A 的 导出 阵 ArE C2 ”2 的 
PESTRA,- А°| А 的 氢 特征 多 项 式 , 记 为 F(X), 或 简 
тё F(a), Вр 
| ЕЛ (А) = |Alan А? | (4.1.3) 
定理 4.1.1 J AC Q”. AC О, А ЖА АҢАА 
FA(A)=0. 
证 A 是 A 的 左 特征 值 , 即 存在 Q ЕЕ л 维 向 量 z ,使 
得 Az=)z, 即 (ML-A)z=0, 这 等 价 于 MI-A 的 列 向 量 右 线性 
相关 ,由 定理 3.3.6 1, X S frj А-А | =0, 即 
FA(A)=0 D 
命题 4.1.1 W AC Qu" È AC Q 是 A 的 右 特征 值 ,a 是 
A 的 属于 Xo 的 特征 向 量 , А дов 30566 О, А = БАБ) 
4 也 是 A 的 右 特征 值 ,而 8= ob 是 A 的 属于 A 的 特征 向 量 . 
证 由 条 件 有 
Aa = аХо 
А= 6140р, 06609 
В= ab 
于 是 有 
АВ = Aab = оАлуЬ = abb "!)0b = abà = [А 
故 4 是 的 右 特征 值 ,8= ab 是 A 的 属于 的 特征 向 量 ， 0 
定理 4.1.2( 右 特征 值 存 在 性 ) В AE Q***, 则 A 必 存 在 
右 特征 值 M\=a+AiEC, 且 克也 是 A 的 右 特征 值 ,从 而 A 必 有 非 
负 哄 部 的 右 特征 值 . 
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证 由 式 (2.3.1) ,可 设 
А=Аү+А (tha, AEC") 
由 式 (2.3.8), 有 
с Al — А» 
л°= (дї А; 
由 C 上 的 矩阵 理论 可 知 , A 必 有 在 特征 值 XE CCQ ,于 是 有 С 
上 的 2 жена а! ,使 
E Elah 
Аз Al 2 a2 


其 中 aisa Ж C EB) n 维 列 向 量 , 即 


Јес" х2п 


Aiai- Asa; = оуА Ф 

Asa +Азаз = аА © 
Жз @Ю (НЕ ЖЕГЕ NAE C 上 的 矩阵 ) ,得 

Аз att Аз аз= aÀ @ 


作 Q En 维 列 向 量 


а= а taj, B= ~ a2+ а) @ 


а (ао дааа Ер Айт a 与 8 均 为 Q 上 
的 非 零 的 n 维 列 向 量 , 于 是 由 式 @, (1.3.6),0,Ф,# 
Аа =(A + А) (а t aj) 
= (Аца ~ A202) + (Аа: + Asa1)j 
= аА +а,Ај= aÀ + @›}А 
= (aj t a;j)À = аА 
故 4 是 A 的 右 特征 值 . 
又 因为 
АВ =(A + A;j)( -a+ aij) 
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=(- Ауаз ~ A281) + (A,a1— Аза»›)) 


= —@›А + a Àj 
= -TÀ + аА 
=(— z +aj)À 
=A 
所 以 4 与 A 均 为 A 的 右 特征 值 .而 4 与 4 必 有 一 具有 非 负 虚 部 . 
口 
例 Q 上 的 二 阶 方 阵 
4= | | 
= ; k 
由 于 | 
О-У) 
р j k 10 0 1 i 7 
令 


作 C 上 的 4 阶 和 矩阵 , 即 A 的 导出 阵 


1 i 0 0 
veg |+ 0 -1 -i 
A А, 0 0 l -i 
` l — 0 0 
A 的 拟 特征 多 项 式 
x-1 -i 0 0 
0 x 1 i 
Е (=) = |51, - А°| = 0 0 z-1 i 
-1 i 0 = 


=х°%®-2х%+2х?°-4х+4 
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—1+/3. 1-—/3 , 1443. 
фл 2+ 3 1 + ЫЗ, 


则 A AnA Ж А; 都 是 A 在 C 上 的 右 特征 值 .对 1, 容易 求 得 齐 


次 线性 方程 组 
21 
2 
(Ол, 1. 一 А°) =0 
T3 
. 24 
的 一 个 非 零 解 


2р =А (А-1), жә=-—1А{(Ау—1)? 
r= (À 1-2), z4= — (Ар Xà (2) 


(ы aa 
= (VAi Dga I | 
1А (Ар = 1) (А1) (А1 2) 


Фф 


-1+V3 3-13, 1-3. 3-43 
tit 

—1+/3 —5+3/3., —1+{3. 5-343 

_ tT іж у k 


` 则 有 Aal = аА, В Al 是 A 的 右 特征 值 . 


е в (22) (ZA Anpi N авл 


右 特 征 值 . 


Ж 定理 4.1.2 表 明 ,Q 上 任何 方 阵 在 CCQ 中 总 有 右 特征 


值 ,而 且 它 的 非 实 右 特征 值 在 C 中 是 成 对 出 现 的 . 


定理 4.1.3 设 AEQ*", 则 必 存 在 可 道 阵 PEQ", i 


P'AP 是 上 三 角 阵 , 即 
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x 


Ai 
Р-!АР=| А2, (4.1.4) 


Àn 
HP A =a th ilh 20)EC,s=1, n. 
证 对 阶 数 НА. n=1 BF, Н 1.3.7 知 定 理 成 立 ， 
假定 对 于 Q 上 nn -1 阶 矩 阵 定理 成 立 . 对 Q En 阶 和 矩阵 A ,由 定 
理 4.1.2, 存 在 AiEC 以 及 Q En 维 非 零 列 向 量 a ,使 
| Aai= aià; 
Ea 扩充 为 Ел 维 右 列 向 量 空间 的 一 个 基 
ao 
以 aiara, 为 列 得 到 Q 上 一 个 nn 阶 和 矩阵 已 , 则 P| 是 可 逆 阵 ， 
且 
РАР (0 Ai 
其 中 8 是 Q 上 ?2 -1 维 列 向 量 ,A; Ж О En -1 RER, Н 
纳 假设 ,存在 О Ел 一 1 阶 可 逆 阵 Т, 


А2 x 
Аз 
Я 


ЖР А, =a, +hi€ С,А,20,5=2,3,--:,л. 


ТАЏ T= 


1 0 
% Р=Р\[( pN PEQ" ЕР 可 道 ,并 且 Р-'АР 具有 
式 (4.1.4) 的 形式 .于 是 定理 得 证 . n 


对 YeEQ, 由 式 (1.1.10) 知 ,9 HEN (q) = qg, q ФТ 
(a)=q +2; п 维 列 向 量 a = (qg ga) 0", Е 


ЖМ(а)== Sl N(q)=a*a. 
` i=1 
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命题 4.1.2 а, ВЄ 0", a#B, №а) = №), B 
a* BE R, 则 存在 广义 西 阵 U=1, 一 2uu* ,使 Ua = В, ЖФ иЄ 
Ө" ~! 是 单位 列 向 量 ( 即 N(a)=1). 

证 (ЕО Ел 维 列 向 量 


u=(a- Bp(V Na-B))-! Ф 
易 知 N(w)=1. 将 上 式 改写 为 
B-a=—uvN(a-p) @ 
由 假设 a* BER, WE 
а" Ва" В 
Жа*В=(а* 8)* ,再 由 (2.1.10) 式 ,有 
(ава 
故 а*В=В*а 
于 是 
М№а – 8) = (а– В)" (а- 8)=(а* – 8*)(а—8) 
| =а'а+8°#-—В°а-а*В=2(а!—В7)а 
故 由 上 式 及 式 @ 即 得 


/N(a- В) =2u"a 
再 由 上 式 及 式 四 ,@, 即 有 
В-а= —-2uu `a 
即 В=а- 2ии"а= (1, -2uu*)a= Ua 0 
ЖЕ 4.1.3 设 可 道 阵 АЄО""", ДЕЕ UEU” RA 
逆 的 上 三 角 阵 VE QX" Н 


使 4= UV. 


证 对 A 的 阶 数 z 用 归纳 法 .= 1, 命 题 显然 成 立 . 假 设 对 ， 
78 


一 1, 命 题 成 立 , 则 对 л Йй А, A 按 它 的 列 分 块 : 
А = (asaz, san) 
其 中 a;= (auas an) 一 天 
DË an#0, Ñ an azs an PEDA — AIERT, WE n 
维 列 向 量 
Pi = (bn 0,7,0)" 
其 中 bu=anN(au) !N(ai) 
于 是 a #8, N(a)= N(R), В a," Bi = N(ai) СЕ, B H ИЙ 
4.1.2, 存 在 WC Un” ", И, а = Bi, 于 是 
а 
让 车 ail=0, 则 由 A 可 逆 , 知 a21, ,anl 中 至 少 有 一 个 非特 
元 ,这 时 令 | 
B= (V N(at),0,.%,0)T 
MNA aB, №а) = N(0), B a* 8=0€ R, T E ШЇ 
4.1.2 X nj49 X O65617. 
由 归纳 法 假设 , 必 存 在 U, € 000 2-1 阶 上 三 角 
Е V ,使 


A i= U, V, 
1 0 bu | 
A = _ 
Ë U ДЕ ШУ K Vi 
便 得 
A= UV 0 


命题 4.1.4 ВТШ ОАЄ Q"*", 则 必 存 在 UE Um*" 及 可 
逆 的 上 三 角 阵 VE О" ", Н 


,A >0,t=1,.…,n 
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使 A=UV 
证 由 命题 4.1.3 知 ,存在 UEC” £ E = fi: Vi € 
Q” B 


Hn 
tE A=UIVi 

A 可 道 , 则 У, 亦 可 道 , 故 jy, 关 0, 从 而 | a | >0,s = 1,…， 
п.№ V, 改写 成 


pi lg 1! | 
Vi = p2 1 ml 


“п | Hn |! 


| æl * 
| p21 


[ PA 
易 证 ав (а lga |71, s gen len 171) = UE 0" 
U= U, U, , 则 UE {т ^п, 
А x 
次 令 V= э. ›А„=|д,|>0,5=1,—‚п 


则 上 述 U,V 使 


Ф 


А = UV n 
定理 4.1.4(Schur 定理 的 推广 ) AEQ" WEEE U 
E Us" 使 


À1q12 Чї» 
U*AU= iq (4.1.5) 
" 
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д д = АО +А@ЄС,А@ 20,5 =1,…,n. 式 (4.1.5) 也 称 为 
四 元 数 矩 阵 的 舒 尔 (Schur) 三 角 分 解 . 
证 由 定理 4.1.3 A FENDE PEQ”, E 
Kı x 
#2. 


P `'!AP= Ф 


Hn 
Яр ад ОЕ C, ,Q)20,s= 1, n. БИЙ P, Н 
命题 4.1.4, 必 存在 UEU" 5 E= f E£ 


vı * 
у= 2 ,其 中 vw,>0,s=1,…n @ 
Un 
使 P= UV 
于 是 由 式 中 ,四 ,有 
| Hi x 
(UV)- IAUV=| 2. 
я 
Р Ы 
即 UAU=V| Ё. |у! Ө) 
Hn 


易 证 式 @ 右 边 的 V ! 也 是 上 三 角 阵 ,上 三 角 阵 的 乘积 仍 是 上 三 角 
阵 , 且 其 乘积 的 对 角 线 上 的 元 素 均 为 形 如 4, = АО) +д@!:,42;>0 
(== 1,5, п). 0 
由 定理 4.1.4 可 得 如 下 : 
推论 i AC Q W) A 西 相似 于 实 对 角 阵 e3AE€ SC,(Q). 
证 “=” 由 定理 4.1.4 知 ,存在 UE UXx*, 使 式 (4.1.5) 
成 立 , 即 
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A1012 Qin 

U*AU=| А74 

i 

上 式 两 端 取 转 置 共 恩 并 注意 到 A" = A , 则 有 
Ài 


U*AU=| 91242, 


Qin" 2, 
比较 上 面 两 式 , 即 得 gs =0,(2962). A, ER, В 


А 
U*AU= 


ЕЕЕ Ф 


п 


“=>” 设 有 UCU” У, ЖШ 


A=U U” ,AER,s=1,…,n 


А\ 
于 是 А* = э. 


故 AE€ SC,(Q). О 


EX 4.1.4 设 AEQ U A CQ,s=1, n, EH W 
Е PE О" х", 


Ai x 
P-IAP=| *. (4.1.6) 


Я 
ДЖ XA1,… ,a 为 A 的 一 组 谱 值 . 而 由 定理 4.1.4 中 所 得 的 谱 值 
w=, P +A ОЕ С,А,2)220,5=1,:-:,п 称 为 A 的 谱 值 主 值 . 


EHE 4.1.5 Q 上 的 两 个 相似 的 n 阶 和 矩阵 有 相同 的 谱 值 . Вр 
相似 变换 不 改变 四 元 数 和 矩阵 的 谱 值 . 
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证 WA BEQ", A—B,W# ТЕП И P EQ”, tE 
Pi АР, = B, XË Ai, l, A, 为 A RRE, MEETA PE 
С)" ”使 式 (4.1.6) 成 立 .于 是 可 逆 阵 P =P PEQ” ,使 
PE ж 


Pi -1BP;=P-I(PIBPI-DP=P-AP=| 22. 


Àn 
故 Ai..." . A, ЕВ 的 谱 值 . 

同 理 可 证 ,B 的 谱 值 也 是 4 的 谱 值 , 故 命题 成 立 . 0 

ЖЮ 4.1.6 ВАЄ" ",А,---,4, 是 A 的 一 组 谱 值 . 若 и, 
—A,, s=1,: n D] Kis 也 是 A 的 一 组 谱 值 . 

证 A1,…,2; 是 A 的 一 组 谱 值 , 则 存在 可 逆 阵 P € Q**"， 


А\ * 
P'AP = EF 
Àn 
由 ~à ns =l, n WEE 0560, C Q,s= l, n ,使 
= Ads s=l,,n 
作 P2= diag(g1,…,g;,), 则 P, 可 道 , 阁 令 P= PiP;2, 则 


使 


ФАЯ. * 
РАР =P, `!P “1!APIP, = `. 
q; Ang 
#1, * 
Ал 
故 иір, 也 是 A 的 一 组 谱 值 . 0 


注 定理 4.1.6 表明 ,虽然 A 的 谱 值 有 无 限 多 组 ,但 谱 值 主 
值 是 唯一 的 .又 由 于 相似 同类 四 元 数 的 矩 N(v ) 相 等 , 故 四 元 数 和 矩 


阵 A RHEA An BEWA У) NO ) 是 个 定数 
s=l 
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定理 4.1.7 RA, BEQ", ЖА 55 B 相似 , 则 A 与 B 有 
相同 的 拟 特征 多 项 式 . 
证 因 A,BEQ"*" 相 似 , 则 存在 可 逆 阵 PE Q" "使 
P 1AP=B 
由 命题 2.2.3, 有 
(P) AP = B° 
由 复数 域 C 上 的 矩阵 理论 知 , A 与 B° 相似 ,从 而 有 相同 的 特征 
多 项 式 , 即 A БВ 有 相同 的 拟 特征 多 项 式 . D 
命题 4.1.5 设 BEQ""”, 若 日 为 上 三 角 阵 , 即 
А912" Qan 
B= À2:''q2, 
a 
其 中 A.EC(s=1,…,n), 则 B 的 拟 特 征 多 项 式 FAr(4) 是 尺 上 的 
形 如 (4.1.7) 的 多 项 式 , 且 A An An A, EB 的 拟 特征 多 项 式 
的 2n “№. | 
证 #В=Ву+ Bj,#rB Bi, B€ Cu" M 


О bw bs ` bimn-1 bin 
Атау Aln 0 0 bs се b2,n-it ban 
В; = А2'""а2л ‚В, = .-. 
А, 0 0 0 0 Ó, -1,п 
0 0 0 0 0 
于 是 B° 的 特征 多 项 式 为 
АІ, – В В 
f= В |= |" 
- В, д1, ~ Ву 
= (А-А) (А-А) (А А5) (А А) 
(А-А) (А-А, ) 


= (д2 + |А |2) (А2 + [А 2) (A2+ |А, 12) (4.1.7) 
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故 B 的 拟 特 征 多 项 式 Fy (4) 为 2n 次 实 系数 式 项 式 , H A1,41， 
АА, ЖЕ; (А) 2л “8 (п ЯА} ЖЫ Ж R). 0 
定理 4.1.8 ЖАСО" ", ША 的 拟 特征 多 项 式 F. (À ) JE 
R 上 的 形 如 式 (4.1.7) 的 多 项 式 , 从 而 有 共 轿 的 n 对 复 根 . 
证 由 定理 4.1.4 知 ,存在 UEU”, iE 


А} * 
U*AU=B= 


n 


”又 由 命题 4.1.5 知 ,B 的 拟 特 征 多 项 式 是 R 上 的 形 如 式 (4.1.7) 
的 多 项 式 , 再 由 定理 4.1.7 知 ,A 5 B 的 拟 特征 多 项 式 相 同 ,因此 
A 的 拟 特 征 多 项 式 也 是 R 上 的 形 如 式 (4.1.7) 的 多 项 式 ,从 而 有 
Же n 对 复 根 . 口 
定理 4.1.9 设 AEQ”, W Fa'(A)=0. 
证 我 们 把 Fa (А) = 1А, – A RTA SOA), U hA 
С 上 的 Hamilton-Cayjey 定理 知 
КА) =0 
HEH 4.1.5 50, f(4) 是 R 上 的 多 项 式 , 于 是 由 命题 1.3.2 
之 4 与 上 式 知 
(/(A))°= f(A°)=0 
由 上 式 及 命题 2.3.2 Z 1° HI 
/СА)=0 
即 F(A)=0 0 
定理 4.14.10 ВАСО, МА EAE” EE 
Ел (А) =0 
证 “=” 设 AEQ 使 
Fa’(A)=0 
由 命题 1.3.7 知 , 必 存 在 0 关 5E Q, 使 
bAb = àA € C 
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又 由 Fe"(1) 的 系数 为 实数 ,及 命题 1.3.5, 有 

Fa (Ago) = Fa (БАБ!) = ЬЕ (A)5 =0 
即 10 А 的 一 个 特征 值 ,由 复数 域 上 的 矩阵 理论 知 ,存在 C 上 
的 27 израза (ет) с аа 为 C 上 的 维 列 向 量 , 且 


ai 与 а) 至 少 有 一 个 不 为 零 ) ,使 


et ° 


设 A=A, + A;j 
A, -А› 

м x] 
于 是 由 式 中 ,有 

Aiai ~ Аза = адо @ 

Аза + Аүа›=@›Ао @ 
W KQB wa Ba JE ВЕ ,得 

Аза + Аүаз= oo @ 


Ф «=ар+ ар), а о 上 的 2 维 非 零 列 向 量 , 由 式 @ ,四 ,得 
Аа = (A, + Aəj)(ai t а2]) 

= Дуа t Ajaj t Ara) + Азај 

= Дуа + Ато} t Aiaj + Азај) 

= Aia,- Аза + (Ауаз + Asa, )j 

= а1Ао + azoj = arho + azjào 

= (a; + ај) Ао = аду (4.1.8) 
故 ho 是 A 的 右 特征 值 .下 令 p= ар, А = b АБ, ik 

АВ = Aab = оАБ = (ab)(5 А6) = А 

因此 是 A 的 右 特 征 值 . 


“=> RACO ЖА 的 右 特征 值 , 则 存在 Q Е п 维 非 零 列 
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向 量 a, 使 Aa = ол. НЕН 4.1.7 及 定理 4.1.8 知 ,A 的 拟 特征 多 
项 式 Fa (A) 为 实 系数 多 项 式 ,和 且 Fa’(A)=0, 于 是 由 命题 2.3.2 
之 4" 知 | 
аЕл (А) = Е(А)а=0 | 

因为 “天 0, 故 得 Е (А) =0. Г] 

由 定理 4.1.7 及 定理 4.1.10 可 得 : 

定理 4.1.11 设 AEQ”", 则 A 有 且 仅 有 nn 个 右 特征 主 值 
ACA), ACAS). | 

定理 4.1.12 É AC Qn д, An EQ УА — 1% 
值 , 即 存在 可 逆 阵 PE Q”*" ,使 


(А! x 
P-LIAP=| 2. | (4.1.9) 
" 
їс «(А,) А, DE, s=1, n, W (А1), ®(А„) А 的 右 
特征 主 值 . 

证 因为 对 于 每 一 个 4,(s==1,…,n) 必 存在 Q 的 非 零 元 六 ， 
19 b Ар, = о(л,) EC, i F= Pdiaglbi, b2, b), P HR 
(4.1.9) 中 的 可 逆 阵 已 , 则 FE Q**" ,下 可 闭 , 由 式 (4.1.9), 有 


w(A1) 
F-1AF=B= ӘС). * 
wan) 
由 命题 4.1.5 及 定理 4.1.10 知 ,w(41),…,w(4, ) 是 A 的 右 特征 
主 值 . 0 


定理 4.1.13 设 AESC,(Q), 则 

ГА 的 右 特征 值 为 实数 ; 

А 的 右 特征 值 一 定 是 A 的 左 特 征 值 . 

证 I A 为 A 的 右 特征 值 , 则 存在 0 关 x= (ris, p) E 
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q" ,使 得 


Az = zÀ Ф 
于 是 有 х Ах= х * зА = |z| isll? ©) 
且 有 (х*Ах)* =(х*лА)*,х*А*л=Ах°х. 
注意 到 A-A, WEERA 
х*Аж=Ал* х=А}|х|? @ 


НО, 2 | 1550, B0 mA A= A AMAER. 
证 2 设 A 是 A ЮКЕ, Н ЯА 必 为 实数 ， 


于 是 由 Ах = TÀ 
# Ах = Ах 
故 4 亦 是 A 的 左 特征 值 . 0 


推论 ARARA 的 右 特征 值 就 是 A HREH, Н Н ЖЕ 
A 的 特征 值 均 为 实数 . 

由 上 述 推论 及 定理 4.1.4 的 推论 即 得 如 下 

定理 4.1.14 设 AE SC,(Q), 则 存在 UE Um** ,使 


Al 
U*AU= | Аз, | (4.1.10) 
А) 
其 中 л,2А452--2А4, 是 A Юел 个 特征 值 , 且 当 A>0 时 有 
A,>0(s=1,…,n), 当 A 之 0 时 有 4, 宇 0(s =1,…,n). 
Ж 定理 4.1.14 ЖО НЕЕ КИЛИ ЕШ. 
推论 1 设 AESC,(Q), 则 
1 A>0SA 的 特征 值 ,(A)>0,s=1,…,n; 
2 AZ0=A 的 特征 值 A,(A) 宇 0,s =1,…,n 
推论 2 设 AESC,(Q),UE UX" W 
MU AU)=A.(A),s=1,.…,n (4.1.11) 
В оа А Е ЕВРЕ А. 
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定理 4.1.15 ЖАСО" ", # A 相似 于 一 个 实 对 角 阵 , 则 
该 对 角 阵 的 主 对 角 线 上 的 元 素 恰 为 A 的 全 部 特征 值 . 
证 由 题 设 有 可 道 阵 PE Q"*" ,使 


А\ 
P-LIAP= 


Аека 


та Р= (ру, pa) 05р EQ *',t=1,…,n, 且 
(Аруз, Apn) = Срд, Р.А) 
48 Ар = pAi,t=1,…,n 
由 于 4 为 实数 , 故 有 
Ар = ÀP t =l, , n 
因此 入 是 A 的 右 特征 值 也 是 A 的 左 特 征 值 , 从 而 是 A 的 
特征 值 . 

定义 4.1.5 设 4AEQ“", 若 4 能 相似 于 一 实 对 角 阵 , 则 称 
A 为 中 心 封闭 阵 ; 若 A 能 相似 于 一 实 和 矩阵 , 则 称 A 为 可 中 心 化 
阵 . 

显然 ,中 心 封闭 阵 必 是 可 中 心 化 阵 ; 自 共 绒 阵 必 是 中 心 封 闭 
阵 . 由 定理 4.1.14 可 得 如 下 

定理 4.1.16 设 AEQ"*", 若 A 为 中 心 封 闭 阵 , 则 A 的 特 
征 值 全 为 实数 , 且 存 在 可 逆 阵 PE О"*" ,使 

P !AP=diag(A ICA), 2. (A)) (4.1.12) 
AP A I(A)2:..2A1, A 的 特征 值 . 

EH 4.1.17 与 中 心 封闭 阵 相似 的 矩阵 必 为 中 心 封闭 阵 , 且 
两 者 具有 相同 的 特征 值 . 换 旬 话说 ,相似 变换 不 改变 中 心 封闭 阵 的 
ЕА, К АЕА ЕА. 

证 B AC Q" J POR ARE, ТЕГЕ РЄ 0" *", 


使 
A=Pidag(A (A), A AP LGA)ER,IS =<. 
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设 В- А, ШЕ {ЕН m QE Qz” ,使 
B=QAQ `! 
于 是 B= QP dizg( A (A), à (A) PQT! 
令 P=QP,,W| P 9, Hi 
В = Pdiag(A (A), A (A))P ! 
故 B 也 是 中 心 封闭 阵 , 且 
2.(B)=A.(A),s=1,.…,n 0 
ШЖ 4.11091, ЧАЄ О" "Е, А 的 右 特 值 与 A 的 拟 特 
征 多 项 式 Fa’(4 ) 的 根 是 一 致 的 ,而 由 命题 4.1.5 知 Fa" (4) 是 下 
上 的 形 如 式 (4.1.7) 的 多 项 式 , 它 的 复 根 是 共 辆 成 对 出 现 的 , 即 A, 
=L +) Qi. AP S051, n), E oA) = л, + Ai, 
4 之 0(s =1,…,n) 为 A 的 右 特征 主 值 , 则 A 的 右 特征 主 值 ( 按 
重 数 计 ) 一 共有 л 个 .而 由 定理 4.1.12 知 ,由 式 (4.1.9) 所 确定 的 
A 的 个 谱 值 1,…,2 ВВ о (А1), 7", о (А) А їл 
个 右 特征 值 ,可 见 A HAREE A 的 拟 特征 多 项 式 Ед (А) 
根 的 主 值 .A 的 谱 值 主 值 三 者 是 一 致 的 . 
记 AE Q"** 的 右 特征 值 的 全 体 为 Th , 即 
Ta = {bA b |V ÆDER à; 是 A 的 右 特征 主 值 ,i =1,…,n】 - 
定理 4.1.18 AC Qn ШТА AARESA 的 右 特征 主 值 
至 少 有 一 个 不 是 实数 . 
证 显然 当 )ER,E=1 n Bt, Ta = fàite An |209 
限 集 . 当 41,…, 4, 中 至 少 有 一 个 不 属于 尺 时 ,T 为 无 限 集 . 事 实 
Б, А ЄК, РНЕ m, 9 b, =1+ zmj, 有 


- 1 . . 
bm 1А, = тр 2201 mj)2,(1+ mj) 
1 + 1 = 4. 
‚тыз А + ра (АА 
故 对 于 任意 两 个 不 同 的 正 整数 m 与 m, WE 
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bm, -I Àb, Ebm, ! Арз 
所 以 bi tAd Б Аро, Ж TA 中 不 同 的 元 ,从 而 TA 为 无 限 


#. n 
| 1 -k _ 1 0\ /0 -ч\. 
91 wazh ‚ее А (0 || 1) 
从 而 
А-1 0 0 і 
Fa (А) = ө ИЕ Оң ° =[(1-2)2- 1] 


(4.1.12)' 
Ел(А)= aI -A l = А-А) (А-А) 
а s| as) 
- i JY 1)! 


_ (A-1)(A—-1)+1 (А -1)К+ (А -1) 
– (Ад = 1) - (А-1) 1+0=1) (А-1) +1 


= [0 = 1) (4-1) +12 + [04 = 10)6+ (А-1) 
= (АА-А ~A +2) + (АККА — 2k)2 (4.1.13) 
HA (4.1.12) 9 uE, A = 0,2 Æ Е, (A) < Ë , JA m h = Ж 
4.1.10 知 也 是 A 的 全 部 右 特征 主 值 .但 由 定理 4.1.13 HI A =0,2 
也 应 是 A 的 左 特征 值 . 而 事实 上 由 式 (4.1.13) 知 4=0,2 确实 是 
Fa(4) 之 根 ,这 也 应 验 了 4=0,2 也 是 A 的 左 特 征 值 . 由 式 
(4.1.13) 可 以 验证 A=1+1i 亦 使 护 (z)= Ел (1+1) =0, нЕ 
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ma 11 知 1+i 也 是 A 的 左 特 征 值 ,其 实 由 А[}=@ +0 


(Jesar 1 +1 是 A 的 左 特 征 值 .但 由 式 (4.1.12) 知 :Fw(1 
+i)Z0,W 1+i 不 是 A 的 右 特征 值 . 
Æ 例 1 亦 表明 FAGA)2ZFA (A). 


m2 


i 1 
se леве 2 (jua 


_[1+3) -2k 
A па) 
0 0 
пак 0 =0 
0 0 
\вї=[? 2 =0 
кВ JBI = 1 PAPI = | АЙ. 
| 再 看 - l 
Ев(А) 
= А-В || 
_ [[4=1- 3) 2k \* (4-1-3) 2k | 
- -5k a | -5k а) 


Е ШЕ 5К 2 2k | 

-2k А-1+3; -5k -1-3j 
((-1+3)Q -1+3)+25 2(A-1+3j)k+5k(à - 1-3) 
-2k -1-3)-5Q –1+3)к 4+@-1+3%)(4А-1-3)) 
= (5-1 3) (4-1-3) +400 1+ 3)) (4-1-3) +25] 
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+[2klà = 1-33) +5(4 1+ 33) КЈ[2(А -1+3j)k+5k(à -1 

—3;)] (4.1.14) 

可 以 验证 和 =0,2,1+i 均 不 能 使 式 (4.1.14) 为 0, 即 =0,2， 
1+i 均 不 是 Fa(A) 之 根 . 

注 И2ІХ,ВЖА- В, Е Fa(4) 关 Fs(4), 故 左 特征 值 
和 重 多 项 式 均 不 是 相似 变换 的 不 变量 .然而 ,由 定理 4.1.12 知 , 任 
意 四 元 数 和 矩阵 A 总 存在 ( 复 ) 右 特征 值 ,又 由 定理 4.1.5 知 ,四 元 
数 和 矩阵 的 拟 特征 多 项 式 是 相似 变换 的 不 变量 ,从 而 由 定理 4.1.8 
知 , 四 元 数 和 矩阵 的 右 特征 值 亦 是 相似 变换 的 不 变量 . 

定理 4,1.4 之 推论 表明 , 当 且 仅 当 A ЭҢ ЖЕНУ РЧ ЛЕОН E 
时 ,A 西 相似 于 实 对 角 阵 .那么 ,什么 样 的 四 元 数 矩 阵 可 以 对 角 化 
呢 ? 我 们 先 证 如 下 

命题 4.1.6 设 AEQ"*", 车 A 相似 于 对 角 阵 , 则 A 必 相 似 
于 C 上 的 对 角 阵 . 

证 因 A 相似 于 对 角 阵 , 即 存在 可 逆 阵 РЄ С)" ^" ,使 

Рг ‘АР, = фіар(а1,'*,а,) 
由 命题 1.3.7, 必 存在 b,€ Q ,bZ0,1<:< , ë 
bab, \Є С,1<т<л 

令 P= Pidiag(b \,зе,Ьу!) 
则 P'AP 是 C 上 的 对 角 阵 . D 

定义 4.1.6 W AC Q # AA*= А* А,ШЖ А50 E 
的 正规 阵 . 

显然 , 自 共 罗 阵 必 是 正规 阵 , 但 反之 不 真 . 

定理 4.1.19 ЖАЄ Qu" Hj A 为 正规 阵 的 充 要 条 件 是 A 
本 相似 于 对 角 阵 , 即 存在 UE LUPmxn ,使 

U* AU = diag(A t, An) (4.1.15) 

Ж ar, A EC, EH А йл 个 右 特征 值 . 
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证 “充分 性 是 显然 的 .下 证 必要 性 , 设 A 为 正规 阵 ,我 们 来 证 
明 式 (4.1.13) 成 立 . | 
首先 由 定理 4.1.4 知 ,存在 U € Ш"^",{# 


A1Q12 аль 


U*AU= Àa; an |, NE С,1<г<л. @ 
я 
于 是 
U*AA * U 
МО) + 2 №) * 
-| МО) + > N(qa;) © 
| М(А, 1) + N(q.-Au,n) 
| NO: 
U*A* AU 
МО) x 
М№(А) + N(gn) 
= М(Аз) + > N(qa) @ 


NOG) + Š Маъ) 
i=l 
由 A 是 正规 阵 的 假设 ,比较 两 式 @,@ 各 主 对 角 元 , 即 得 N(q;) 
=0, 即 4; =0,1 [i<j Sn ‚ШО (4.1.15). ü 
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54.2 ЖЖК 奇异 值 迹 


一 、 四 元 数 矩 阵 的 秩 
定义 4.2.1 设 
B. 
А = (а), хь = (аа) = : cQ 
Ba 


其 中 а; = = (а; 。 ба) Т j=1,*,miBi = (ада), i=], п, 
ИЖЭ Ж#Н (0,7, а, 的 极 大 右 ( 左 ) 线 性 无 关 组 的 个 数 为 A 
的 列 右 { 左 ) 秩 ; 称 行 向 量 组 18 ,…, 8p,] 的 极 大 左 ( 右 ) 线 性 无 关 的 
个 数 为 A 的 行 左 ( 右 ) 秩 ;在 A 的 子 方 阵 中 , 重 行列 式 不 为 零 的 子 
方 阵 的 最 大 阶 数 > 称 为 矩阵 A 的 秩 , 记 作 rankA =r; ЩЖ п = т 
=r, M A 为 满 秩 矩 阵 ; 如 果 -=0, 则 称 A 为 0 秩 和 矩阵 ,此 时 显 
Ж А 的 所 有 元 素 均 为 零 ; 又 满 秩 矩阵 必 为 方 阵 . 
显然 以 下 命题 成 立 : 
命题 4.2.1 ЖАСО", JJ A 的 行 、 列 的 初等 变换 不 改变 
A 的 列 右 秩 与 行 左 秩 . 
定理 4.2.1 ЖАЄО""", А MRSA пй. 
证 由 定理 3.3.5 即 得 . 0 
定理 4.2.2 Ü AC Qn Hl 
A 的 列 右 秩 = A 的 列 左 秩 = rank A (4.2.1) 
А 的 行 右 秩 = А 的 行 左 秩 = rankA (4.2.2) 
证 设 A 的 列 右 秩 为 ,rankA = г, A 有 r 阶 子 方 阵 A,， 
| A, | #0. 由 定理 3.3.5, 右 齐 次 方程 组 A,x =0 只 有 零 解 , 故 A, 
所 在 的 x 个 列 向 量 不 能 右 线性 相关 , 故 "之 >. 另 一 方面 ,不 妨 设 
ooa 是 A 的 列 向 量 的 一 个 极 大 右 线性 无 关 组 , 记 А, = (al, 
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' a ), 则 存在 初等 矩阵 之 积 己 与 了 ,PEQ" ”,TEG@” ,使 


С1 
C2 


C 


,C1C2°°° c 天 0 
B 


PA, T = ‚С = 
| =. 
由 定理 3.3.4 之 1 知 ,A 的 任意 两 行 或 两 列 的 互 换 不 改变 矩阵 重 
行列 式 的 值 ,因此 可 设 对 角 阵 C 的 获得 来 自 A 的 左上 角 , 于 是 上 
式 变 成 

ацгар C1 


= c2 
Р,х, Т,х;= НА 


ааа» с; 


再 由 式 (3.3.10) 得 知 A 有 s 阶 子 式 


адаш 


Ci 
C2 
Cn 


=C1c1C2c2° ёс, >0 
因此 ,又 有 r>. A к=з. 
АК, НРКУ Е tE E, 


> аа; = 0@ > G; =0,)=1,2,: т 


所 以 
А 的 行 左 秩 = А“ Я =rankA* =rankA =r 
故 式 (4.2.1) 成 立 .将 A 换 作 AT 即 得 式 (4.2.2). i 
Ë 在 四 元 数 体 Q 上 ,一 般 地 rankA * зтапкА. 
推论 i AC Qu" ДА 的 初等 变换 不 改变 A 的 秩 . 
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定理 4.2.3 ЖАЄ" ", тапкА = г, MEETA PE 
©" xm , TE Qn" ,使 


1, 0 
一 | 4.2.3 
PAT É о) (4.2.3) 
我 们 略 去 这 个 定理 的 证 明 ( 可 参阅 文献 [14]). 
定理 4.2.4 设 AEQ*", 则 
rankA = T rank a° (4.2.4) 


Ж А” 为 A 的 导出 阵 . 
证 设 rankA =7, 则 由 定理 4.2.3 知 ,存在 可 道 阵 ,P € 
О"*” TE Qu" ,使 


I, 0 
РАТ= | | 
| 0 0 
由 上 式 及 式 (2.3.15),(2.3.16), 有 
I, 0 0 0 
Рат |, NË 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 O 
0 0 0 O 
HB Pr, Tr 都 是 复数 域 C 的 可 道 阵 ,所 以 A 的 秩 为 27, 故 式 
(4.2.4) 成 立 ， 0 


推论 1 А, BEQ”””, m 
rankA = rank B*ƏrankA° = rank B° 
设 А,В,С 为 四 元 数 体 Q 上 的 矩阵 , 则 由 复数 域 C КЕ Ж 
的 结论 [中 及 定理 4.2,4 可 得 如 下 推论 : 
推论 2 rankA + rankB - B 的 行 数 


rank( АВ)<тиїп{тапКА ,rankB}. (4.2.5) 
推论 3 rank(A + B)<rankA +rankB. (4.2.6) 
rank(A — В)22тіпА ~ rankB. (4.2.6)' 
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推论 4 гапк(АВС)22гапк(АВ) + rank( BC) — rank B. 

(4.2.7) 
推论 5 W A.B 为 相合 矩阵 , 则 rankA =rankB. (4.2.8) 
推论 6 设 A 为 对 合 矩阵 , 即 A? = 1,, 


rank(A — [) +тапк(А + [)= n. (4.2.9) 
推论 7 设 AEQ"*",A JERE, BD A2= A , 则 
rankA +rank(A – I) = n. (4.2.10) 


推论 8 设 44 An EQ”, В. AiAz…A, =0, 则 
тапКА+ + тапКА» ++ rank A, (m -1)n. (4.2.11) 
推论 9 ЖАЄ О" <” WJ 


rank A Í = rank A (4.2.12) 
тапКА * = rankA (4.2.13) 
тапКА * А =rankA (4.2.13)' 
证 ЛЕ 9. i A =A t Aj А,А,ЄС"*", 
则 AT= AlT+ А›1], А=А\-А›) 
Тут. Al. =) Ay A, A2 
故 有 (АТ) 民 А a= ла 
于 是 有 
T 1 туа 1 Ак -A 
rank A 2 rank(A ) = утаһК| Zr АТ 
_1 -A7 \" 
rank |: A. ) 
" к А, A; 
2 ran А А) 
= 1 A, А} т Ау А 
zenk | “A, д) чак “д, А) 
= L rank(Ā )° = rank À 
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故 式 (4.2.12) 成 立 . 


Н (А *)°=(А°)* АУ В ЭУ ЖЕН гапкВ* 


于 是 有 


rankA * = Z rank(A *)° = 六 mank(A") 


= Franka” =rankA 
故 式 (4.2.13) 亦 成 立 . 


二 .四 元 数 和 矩阵 的 奇异 什 


设 4AEQ" ",гапкА =r. 于 是 可 不 妨 设 
Ar Ар 
А=[А! А) 
其 中 An28 r 阶 可 道子 阵 , 从 而 下 列 二 方程 组 
Ar=0 
(An,Anr)z=0 
是 同 解 的 ,而 矩阵 


-AR А 
c=| "r еа") 


=rankB, 


(4.2.14) 
(4.2.14)' 


(4.2.15) 


的 (n 一 r) 列 构成 方程 组 (4.2.14) 即 方程 组 (4.2.14) 的 一 个 基础 


解 系 ,方程 组 的 任何 解 均 为 此 基础 解 系 的 右 线性 组 合 . 


定义 4.2.2 设 Q 上 的 一 组 ” 维 列 向 量 : 
uy = (uu y ui). 


из = (uz 222 U2) 


аз тез взазаъзтызэе т азъз» зат вд» 


满足 条 件 
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и uj 5 (ui tu. V Uin) "2 = 0; = И 
Ujn 
ШЖК uiua, ,zu 是 一 个 广义 标准 正 交 组 . 
定义 4.2.3 WF Q 上 的 方程 组 (4.2.14) 的 基础 解 系 
(4.1.15) 是 一 个 广义 标准 正 交 组 , 即 G W G* G = 了-,, 则 称 它 
是 一 个 广义 标准 正 交 的 基础 解 系 . . 
命题 4.2.2 Q 上 方程 组 (4.,2.14) 有 基础 解 系 ( 即 > < Z )BF, 
就 必 存 在 广义 标准 正 交 的 基础 解 系 . 


证 先 取 方程 组 (4.2.14) 的 一 个 非 零 解 a, a= La , 其 中 


a 二 VY ut 为 一 正 实数 ,这 样 就 把 u 标准 化 为 и, ui u1, 
而 {zi 构成 一 广义 标准 正 交 组 ,然后 考虑 方程 组 


A A 
| 11 ?jx=o 


* 


и| 
如 果 +1<n, 则 此 方程 组 又 有 非 零 解 u ,再 把 и 标准 化 为 
u2, 则 由 
ul” U2=0=0=u2 иу, uj ü= wu й)=1 
即 知 { и, wa 构成 一 个 广义 标准 正 交 组 . 
如 果 还 有 r +2<<n, 则 再 看 方程 组 
An Ар 


再 任 取 一 非 零 解 并 标准 化 为 wa, 易 知 { wi,w2, ws) 又 为 一 个 广义 

标准 正 交 组 . 如 此 继续 下 去 ,最 后 就 得 出 一 广义 标准 正 交 基础 解 系 

f. D 
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定义 4.2.4 # U€Q # U% U=1, W U 为 广义 列 
BEF, HEREA 0. 

由 命题 4.2.2 及 文献 [1]299 页 定理 10 及 292 页 定理 2 得 

命题 4.2.3 ИУ € Un” «л, BHEE U, € 
"*#-) ECU UEU”. 

命题 4.2.4 设 AEQ"**, 则 A*AESC?(Q),AA'E 
SCZ(Q). 

证 由 (A*A)*=A*A, 故 A*AESC,(Q), 且 对 任意 0 关 
х=(ту,' әх) €C QY U # 

z*Ba= х А* Ах = (Ах)* (Ах)220 

故 4"AESC>(Q). 

同 理 可 证 АА * € 5С2(О) 0 

由 定理 4.1.14 推论 1 Hl, EEEREN ”个 特征 值 均 
非 负 , 故 对 任意 四 元 数 和 矩阵 A, A*A 与 AA* 的 个 特征 值 均 非 
负 . 

EH 4.2.5 设 AC Qu" rankA =r, WHE UE "х", 
VE U" ,使 得 

о'лу=(9 о), 
0 0 

证 当 ->=0 时 ,命题 显然 成 立 . 设 r>0, H rankA = г, 
тапКА * А =r, XF A*A ЕЕЕ НН Е, н 
4.1.14 及 其 推论 知 ,存在 VE Ur** ,使 
p° о), 九 =diag(cl ,oa ) 
0 0 r 
其 中 21202-20, HA*A 的 正 特征 值 的 算术 平方 根 , 记 V = 
(Vi, V2) th V EQ”, V, € "0-70 , 则 由 矩阵 分 块 乘法 


48 
fF: 


D=rank(o1,*,o,) (4.2.16) 


v*a*av=[ 
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A*AV,= ViD’ 
OA А? АУ;=0 
Ui Ui=I 
从 而 {a АУ = 
于 是 由 命题 4.2.3, 有 U2E 07" ("7 U=(U,, U) Є Un" 
并 且 


Оду | 


0” 其 中 U= AVD! 


D `!VI*A YAV,I . DA 人 "Jn 
U," AV, U,* АУ, 0 0 
定理 4.2.6 设 AEQ" ”rankA=r>0, 则 有 LUE UL， 

VE Unxr ,使 得 

A=UDV* ,D=diag(cl……or) (4.2.17) 

其 中 0 这 oy 之 … 之 o, >0 是 A*A 与 AA* 的 正 特征 值 的 算术 平方 

#. | 
证 类 似 于 定理 4.2.5 的 证 明 可 知 ,存在 WEU**”*,ZE 

Un" ,使 得 


w'az=["” p| Раева.) Ф 
其 中 тў®т›>-;>т‚>0 是 AA* 的 正 特征 值 的 算术 平方 根 .于 是 
2°A*A2=2°A" w" waz= [0 2) 
故 гг) 2502тг >0 也 是 A* A 的 正 特征 值 ,因此 c = t, 
s=1, n. (4.2.17). 0 


Ж 上 面 的 证 明 表 明 ,A* A 与 AA* 有 相同 的 非 负 特征 值 , 式 
(4.2.17) 中 的 D 是 唯一 确定 的 . 
EX 4.2.5 ВАСО" х", NP AIEE AA 5 AA "的 
公共 特征 值 的 非 负 平方 根 为 A 的 奇异 值 . 
有 了 定义 4.2.5, 则 由 定理 4.2.5 及 定理 4.2.6 可 得: 
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定理 4,2,7 ЖАСО" , ДИЕ U, VE Un" ,使 
А = U* діар(оу,02,''°,0,) У (4.2.18) 
其 中 012002: 2o, Z0 为 A 的 n 个 奇异 值 , 称 式 (4.2.18) 为 矩 
А 的 奇异 值 分 解 . 
一 般 把 矩阵 A ВЕТО УА, (А), РВЕ A 的 奇异 值 记 为 
or(A), 则 由 定义 4.2.5, 有 


o(A)=V A(A*A),s=1,.…,n (4.2.19) 
H ¿(A ) 按 降序 排列 为 oil A> lA )2>0. 
显然 我 们 有 如 下 : 
ЖІ 4.2.8 4 AC SC>Z(Q) 时 ,有 
oc(A)=A,(A),s=1,,n. (4.2.20) 
由 定理 4.1.14 之 推论 2, 可 得 : 
定理 4.2.9 设 AC Q***, 则 对 于 任意 的 U,VE Ur**, 有 
ol(U’*AV)=6o(A),s=1,",n (4.2.21) 
证 由 式 (4.2.19) 及 式 (4.1.11), 知 
o(U*AV)=V А,(СИ* АУ)* (U* AV)) 


-SLV A AV) =y RATA) = (A) 
其 中 了 = 工 … n. ü 


三 .四 元 数 矩 阵 的 迹 


由 于 四 元 数 体 的 非 交换 性 , 它 给 四 元 数 代数 理论 的 研究 , 当然 
也 包括 四 元 数 和 矩阵 迹 的 性 质 的 研究 带 来 了 巨大 困难 .事实 上 ,关于 
实 ( 复 ) 和 矩阵 迹 的 几 个 简单 性 质 ， 

1) t(AB)=+(BA); 

2) 相似 矩阵 有 相同 的 迹 ; 

3) 一 个 矩阵 的 迹 等 于 其 全 部 特征 值 之 和 . 
它们 在 四 元 数 矩 阵 上 都 不 复 成 立 . 我 们 还 是 从 四 元 数 和 矩阵 迹 的 定 
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义 和 简 单 性 质 谈 起 . 
定义 4.2.6 ЖА = (а;),АЄО"", ДА 的 主 对 角 元 素 
的 和 为 A 的 迹 , 记 作 trA , 即 


trA = > au (4.2.22) 
t=1 


而 jtrA| 称 为 A 的 迹 模 . 
四 元 数 矩 阵 的 迹 有 如 下 一 些 性 质 ， 
命题 4.2.5 RA, BEQ”, A, EQ M 
1° tr(AA + uB) = АСА + кВ (4.2.23) 
2° п(АА + Ви) = (trA)A +(trB)z (4.2.24) 
$ KUTAR A 与 B 相似 时 ,trA 不 一 定 等 于 trB ,这 是 
与 常规 矩阵 不 一 样 的 . | 
为 了 更 进一步 讨论 四 元 数 矩 阵 迹 的 性 质 ,我 们 先 来 证 明 如 下 
定理 . 
定理 4,2.10 设 A=(a;),B=(6b;)EQ"*", 则 | 
Re(trAB)=Re(trBA ) (4.2.25) 
证 由 式 (1.1.21) 与 式 (1.1.22) ,有 


Re(tr(AB)) =Re( © Ў ashu) 


=Re( Š) y) bias ) = Re(tr( BA)) n 
т=1 s=ł 
推论 1 设 A.BEQ"™", 且 A 相似 于 B, 则 
Re(trA)=Re(trB) (4.2.26) 
证 因 A 相 他 于 召 , 则 有 可 逆 阵 PC Qu ,使 
А = PBP `! 


于 是 由 式 (4.2.25), 有 
Re(trA ) = Re(trPBP `1) = Re(trP- 1!PB) 
= Re(trB) 0 
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注 推论 1 表明 相似 变换 不 改变 四 元 数 和 矩阵 迹 的 实 部 . 

推论 2 i AA, An EQ” (m2), W 

ВРе(тА A2 Am) = Re(trA Asr AmA A-1) (4.2.27) 
对 任意 1<5<әт 均 成 立 . 

注 定理 4.2.10 及 其 推论 表明 ,凡是 在 复 和 矩阵 中 关于 迹 的 有 
关 等 式 或 不 等 式 , 想 移 植 到 四 元 数 和 矩阵 中 时 ,一 般 都 要 换 成 迹 的 实 
部 . 

定理 4.2.11 É AC Qn HJ 


1° Re(trA*)=Re(trA); (4.2.28) 
2 ReltrA) =r А54 | (4.2.29) 


证 r А = (а;), 
Re(trA * ) = Ке( > а) =Re( > аң) = Re(trA) 


і= і 
ЕЕЕ 


izl 


2° 显然 有 Re(tr А -A 


故 Re(trA)=Re(w[ (424) (АБА) 
=Веп{& А | а zA - ) 
_ [А+А* 
= 人 3 ) [] 
TEH 4.2.12 i ACQ” HH 
trAA*=trA*A (4.2.30) 


证 设 A=(a;), 则 


k ” n k 
ПАА * = 2 лады = >> q aR ЧА * А ü 
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84.3 АЖА E Bi t) 32 +T ЕЛ 


我 们 知道 ЗЕ ЖЕЕ ERK (Hermit) ES y| £ ЖЕ E sl 
ЖЕНЕ И 35 АА АРЕ, Н Jt ТЕШЕР ЧЕ 
ж ЕЕН. 35 а = yE I T ЖЕ ЕЗЖЕ, 
在 第 三 章 论 述 四 元 数 矩 阵 的 行列 式 及 重 行列 式 以 及 本 章 引 入 四 元 
数 和 矩阵 的 奇异 值 时 ,就 都 用 到 了 自 共 斩 阵 的 一 些 基本 性 质 , 这 一 
节 ,我 们 讨论 自 共 斩 四 元 数 矩 阵 的 更 进一步 的 性 质 . 

命题 4.3.1 设 AE SC,(Q), 车 A 可逆 , 则 

A l€ SC,(Q) 

证 AESC(Q), 则 A*=A, 由 A 可 道 , 则 A-1 与 
(А) 1 ЕН (А *) = A-!. 又 由 式 (2.1.11) 有 (A*)-!= 
(A nD)", 故 (Am!)"=A-1, 因 此 A-!i€ SC,(Q). 0 

命题 4.3.2 RAEC), PER”, Р" APES (Q). 
特别 

1 车 A>0 或 A 之 0, 则 P* AP>0; 

2 若 4>0,P 可 道 , M| P* AP>0; 

3 ЖА 可 道 ,DESC,(Q), WJ 


| L (A B) I, OV 
-В* АС! I, B* D -В*А! | 


-(^ 0 | 
0 D-B*A`'B (43.1) 
其 中 D- B*A !p€ sC,,(Q). 
证 H A" =A,BJII(P* АР)" = P* A* P = p* АР, 故 
Р” АРЄ 5С,(0). 
НАРО, ДНЕ 0526 Q” A Z Ах >0.%Ф у= Рх, 
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则 yE” H у 可 能 等 于 零 , 于 是 有 x(P* AP)z = y* Ay20. # 
P* Ay€ SC?(Q). 
2° 当 A >0,P TŽ ШЖ 05: Ql, A у= Pr 天 0， 
于 是 有 z*(P* AP)z=yAy>0, 故 PAPESC2>(Q). 
3 了 式 (4.3.1) 可 通过 直接 计算 而 验证 其 成 立 .注意 到 
АЄ5С,(9), А 7'Є5С,(9), FÆR | 
(D-B*A !B)*=D*-B*(A 1) *B=D-B*A B 
Ж D-B*A 1B€SC, (Q). f 0 
命题 4.3.3 HACO” EER A 的 i,j 两 行 ,再 互 换 i,j 
两 列 而 得 到 B, 则 4 相合 于 B. 
| 证 S PU EEI É i,j BIERMA, Д P(; ,;)° 
=P(i,j), 且 有 P(i,j)” AP(i,j)=B. 故 A 相合 于 B. g 
命题 4.3.4 HOFAESC, (Q), WEEER p= (pi,…， 
b) EQ Ë p> Ар 为 非 零 实数 . 
证 设 A=(a;), 则 


р`Ар= >, BAD. 
如 果 有 某 个 ar 天 0, 则 取 p, = 1, 而 其 余 的 p, 0, 这 时 便 有 
р’ Ap= a, #0 | 
如 果 A 的 主 对 角 线 上 的 元 素 均 为 零 , 则 总 有 一 个 a,20, i 
as =a; tait аз) + а4ік0 
车 其 中 的 а #0, WR p, = р = 1, 而 其 余 的 p, = 0, HÈ 
(1.1.25), 即 有 
| p Ap = рар, + Pas bs = as + а; 
= а +а, =2а150. 
Ж аз 50, ИЖ р = 1, p= MRAN р. = 0, MAR 
(1.1.26)% р*Ар=аџі-іа, = – 2а5+0 
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Ж а3520, МЖ p =1, p=j, 而 其 余 的 p, = 0, WHR 
(1.1.27) 有 p* Ар=аџ) ja, = 一 2a3 天 0 
# a, #0, ШЖ p, = 1, p==k, 而 其 余 的 p, =0, 则 由 式 
(1.1.28) 有 р" Ар=а к-ка, = 一 244 天 0， n 
定理 4.3.1 Ж A € SC, (9), rankA = r, ДЕ n] z Е 
РЄ С)"*^" $ 
A= P* diag(1, ,1 一 1 一 1;0,0)P (4.3.2) 
其 中 1 的 总 个 数 ; 与 -1 的 总 个 数 上 之 和 s*+t=r, 且 可 以 不 出 现 
1 与 一 1 的 二 者 之 一 . 
证 由 4AESC(Q) 及 命题 3.3.1 A, ТЕШИ PRET”, 
使 \ 
Р“ APi=diag(cl т ,с„) = С,с;Є Е,1<:©<л. 
再 对 和 矩阵 С, 累 用 命题 4.3.3, 可 知 存在 可 道 阵 PE О"^",{ 
PCP2=diag(al ay 一 站 一 六 0 0) 三 吾 ， 
其 中 a1,…,a;,b1,…,b, >0, 且 由 相合 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ( 定 理 
4.2.4 之 推论 5) 知 s+t=7. 
再 令 Р, = diag ( 1 ‚ө, 1 ， 1 зө, 1 ‚1, 
Маа Va Vb Vb, 
О"*" M| P, 可 逆 , 且 
Р;* BPs=diag(1,--:,1,- 1, -1,0,:: 0) 
于 是 令 Р=Р\Р,Р;,Щ P й, BA 
P*AP=diag(1,:-: 1, 1, -1,0,::: 0) 
В, (4.3.2) 057, Н РЕЗ ТЫН ЕАД, DA s + + 
= ү, П 
№ 定理 4.3.1 实际 上 给 出 了 n MARAEA 在 相合 变换 
下 的 标准 形 是 : 
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1)€ 


L, 
P'AP= 


- 1, — (4.3.2) 
0 


式 (4.3.2) 中 的 s 与 上 分 别称 为 A 的 正 惯 性 指数 与 负 惯性 指数 . 
定理 4.3.2 iW AEQ ”", 则 下 列 诸 命题 等 价 : 
T'AC SC7(Q); 
2° {ЕТП pe Q" ,使 P* AP = 1,; 
3° {ЕЕ БЕ PC Qu" Ë A= P* P; 
4 АЄ5С„(О)Н А,(А)>0,5=1,®‚,л 
证 4634 ,由 定理 4.1.14 及 其 推论 上 即 知 . 
1=3° 由 AESC>(Q) 及 定理 4.1.14 MFE UE 0"*", 


VA 
УЗ, 


令 P I = , P= Р 0 


N P ETE EBAO, A 
A=(P,U)*(P,U)= P* P 
3>2 显然 
251 Щ@Р*АР=1„ЖҖ(2.1.11)Ж 
A=(P*)'!IP i=(p 1)* P`! 
ША‘ = А,ЖАЄ SC, (Q), МЕЖ 02Zx=(xi," 2) € 
Qt, S Р-\5= у, уз0, B 
z* Ar=(P xr)’*(P lz)=y*y>0 
故 AC SC>(Q). | 0 
EX 431 ЖАСО", A 的 诸 行 在 Q 上 右 线性 无 关 ， 
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ДЖА 为 Q 上 的 右 高 矩阵 . 
定理 4.3,3 Ü AEQ"*", 下 列 诸 命 题 等 


1 AESC?(Q); 
2° A 与 下 列 矩 阵 是 相合 的 
\( о) (4.3.3) 
0 0 
其 中 +<; 


3A=L*L, 其 中 L€ Q", HAMER; 

4A=S*S, 其 中 SEQ"*"，; 

5 AESC,(Q)H А,(А)220,5=1,:-:,л. 

证 165 由 定理 4.1.14 及 其 推论 2 即 知 .. 

r>? 设 AESC>(Q). 由 定理 4.3.1 НН 
PEQ"", 使 P*A4P 呈现 (4.3.2) 式 那样 的 矩阵 , 现 要 此 对 角 阵 
为 式 (4.3.3) ,必要 且 只 要 ,此 时 式 (4.3.2) 中 不 出 现 - 1 假若 出 现 
一 1, 设 第 i 个 对 角 元 素 为 -1, 令 

x=(xi t, xz) = Р(0,+,0,1,0,,0)Т 
其 中 1 在 第 i 个 位 置 ,这 时 就 有 
z*Azr= -1<0 

导出 矛盾 .故此 时 式 (4,3.2) 必 为 式 (4.3.3). | 

2>3 设 有 可 逆 阵 尸 使 P*AP 为 式 (4.3.3), 令 工 为 


(P*) ”的 前 行 作成 的 子 块 , 即 设 P~ = 


Q 上 右 线性 无 关 , 即 是 右 高 矩 际 日 有 
Dep- [T Opa ce p ÍL OWL 
А =(P Hy 0)? (L Po (o 0105, 
=L`L 
3>4° JR S= L BIT. 
4р Н А=5* 5,1 А* =5*5=А, AC SC,(Q)， 
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L 
| „І 的 诸 行 在 
Po 


FEHEM 4.1.14 Hl, 3UC Unxn ,使 


А! 
U*AU= 


ЕЕЕ 


n 


Ail 宇 … 之 为 A 的 全 部 特征 值 , 即 有 


《US) (US)= 


eR 


n 


A 2:22, 为 A 的 全 部 特征 值 , 即 有 


(US) (US)= 


аена 


于 是 对 任意 0 入 z=(zi…z)IEQz ,有 
0<(USz)*(USz)= iz + + А, 
分 别 取 z 为 (0,…;0,1,0,…;0)( 其 中 1 在 第 ;个 位 置 ) 代 入 上 
式 即 得 A,20(;=1,--:, n) В 5° ВП 1° АЗУ. g 
ЖЮ 4.3.4 Q FAO 3 Pk aF E EER) АВ EE 
性 或 半 正 定性 . 
证 ACQ", EA АЖ, B 与 4 相合 , 则 存在 可 道 阵 
РЄ Q" ,使 
B=P* AP Ф 
于 是 
В*=(Р*АР)*=Р*А*Р=Р*АР=В, 
故 B {ЛЖ Н ЖӨ. | 
# A 正定 , 则 由 定理 4.3.2 9, ЖЕЙ TEQ” IË A = 
T 下 ,于 是 由 式 四 ,有 
B=P*AP=(TP)*(TP) 
注意 到 TP 亦 可 逆 , 故 由 定理 4.3.2 即 知 B 是 正定 的 . 
同 理 可 证 , 当 A 是 半 正 定时 , 则 B 亦 是 半 正 定 的 . 0 
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定理 4.3.5 Ж ACSC (Q) ША 为 ( 半 ) 正 定 的 充分 必要 
条 件 是 A 的 各 阶 顺 序 主 子 式 皆 为 正 ( 皆 为 非 负 ). 

证 先 证 必要 性 ,对 A 的 阶 数 用 归纳 法 . 当 ”=1 时 ,显然 成 
立 . 假 定 对 n -1 阶 的 矩阵 断言 成 立 ,现在 看 n Ji B) Ë ЖЕШ 


ац и а1, 3-1 Qin 
A= 
GC. -1,1 ы Qn-1l,n-l Qn-l,n 
\ Anl n Gdn,n-l Ann 
并 令 其 左上 角 的 n-1 МУВА ЖИ 
ан М а1, 3-1 
Ao= : : 
Qn-1,1 ии а 1,1-1 
А 是 正定 的 , 则 对 任意 0562 = (zz |) € QD A 
Tı 
ZL Aox= (z1, ,Ē„-1,0)A ` >0 
23-1 
0 


Ж Ao 亦 为 正定 的 .由 归纳 假设 知 , Ao 的 各 阶 顺 序 主 子 式 皆 为 正 ， 
从 而 知 A 的 前 ”~- 1 个 顺序 主子 式 均 为 正 , 最 后 只 要 再 证 |A | >0 
就 行 了 . 由 定理 4.3.2 之 4" 知 ,A 的 所 有 特征 值 丝 为 正 , 再 由 定理 
4.1.14 知 ,存在 UE U" ,使 

U*AU=diag(A (A), An (A). (A)>0, =1,: n Ф 
于 是 由 定理 3.2.7 ERO, Я 


[А[=10*А0| = 1 А,(А)>0 
ВРШЕ ЗЕЛЕ АНУ 4 n=1 时 结论 显然 成 立 . WE 
É n-1 NAERA, FE n 阶 时 结论 亦 成 立 . 


ЖОН ЖЕ А = (ap),x。,A 的 各 阶 顺 序 主子 式 皆 为 正 , 要 证 
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A 是 正定 的 . 令 B= (а) хо) СӨ" 0, НЕЯ 

B 的 各 阶 顺 序 主 子 式 皆 为 正 , 知 B 是 正定 的 ,由 上 面 已 证 的 必要 

性 知 ,1B1>0, 于 是 外 了 1 = 16 1250, НАЕ 3.3.5 Я B ЖИЙ 

的 .又 由 命题 3.3.1 推论 知 ,存在 可 逆 阵 560" 050-0 
$*В$=дак(А1.,°°,А,-1),А,>0,г=1,+е,л—-1 

H |B| =|S* В5| = ААА, 1 

其 中 S 是 一 系列 (n 一 1) 阶 初等 矩阵 P(i,j) 与 P(i 7) 的 乘积 ， 


记 
B С Qin 
a EE 
Qn-i,n 
令 D=-B O, D* = - C*(B-1U* .D*B*= -с*, TE, 
# 


(о1о (pe а ч) 


(528 0 | 
Ü а.-с" (ВС 
А. 0 
= К 0 
0 аһ = C*(B I)*C 
记 А, = anm C*(B `1)* C 


S D 
zafe TIRA л 阶 初等 矩阵 P(i ,与 PG, 00 
乘积 , 故 有 


ai= (5.5) (5 ?) = Е | 


= Aià A = 1В[-А, 

由 已 知 |A|>0, 且 |B1>0, 则 由 上 式 知 >0, 故 矩阵 相合 于 
diag(A1,42，… ,4 ) ,此 处 A1,42,… A, ЕЖ, А 是 正定 的 . 
半 正 定 的 情形 同 理 可 证 . 0 

推论 设 AESC,(Q), 则 A 为 ( 半 ) 正 定 的 充 要 条 件 是 A 的 
БИЗЕ (ЗЕ). 

证 充分 性 由 定理 4.3.5 的 充分 性 即 知 .下 面 证 必要 性 .我 们 
可 用 第 二 套 初 等 变换 把 A 的 任 一 主子 阵 化 成 另 一 矩阵 B 的 一 个 
顾 序 主子 阵 ,而 B 与 A 是 相合 的 , 故 B {ЛЫН ЖӨ ЕНЕН А 为 正 
定 的 及 定理 4.3.8 易 知 B 为 正定 的 ,而 由 定理 4.3.3 的 必要 性 知 
B 的 各 阶 顺序 主子 式 丝 为 正 ,因此 A 的 各 阶 主子 式 丝 为 正 .， 0 

定理 4.3.6 E AESC, (QA), A i (A)... A (A) A fn 
个 特征 值 , 则 


1° deta = АСА) (4.3.4) 
s=] 
2 trA= > А,(А) (4.3.5) 
3 > > М(а„)= > А2(А) (4.3.6) 
4° |, (А) 122 >, (A)| 时 ,有 
|2,(A)|=6,(A),s=1,.…,n (4.3.7) 
特别 当 A220 时 ,有 A(A)=o,(A),s=1,.…,n (4.3.8) 


5 当 A>0 时 , 则 A п, НА !Є$С2(0),Җ a (A> 
2А,(А), А (ATIE AAT DN, E 


(А !)=л,!,+1(А),5=1,+,л (4.3.9) 
6 当 A>0 时 ,有 |41>0,trA>0 (4.3.10) 
T 3 AZ0 RF ,# | A|220,trA20 (4.3.11) 


证 由 AE SC,(Q) 及 定理 4.1.14 知 ,存在 UE Un" ,使 
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再 由 定理 3.2.7 知 
detA = detD = П А, (А) 
s=1 
2 ARO, A 


A= U * diag( A (A), àa (A))U 
W О = (а), M 


trA = У 2 А.А)“, |? = > À (A) 
` 2? 0,9 
U*A*AU =(U*A*U)(U*AU) 
=(U*AU)(U*AU) 
=diag(A (A), ==, A2(A)) 
又 因 A AE SC, (Q) н A 


(А *А)= > А,2(А) 


又 显然 有 к(А* А)= У У) N(a,) 


з=1 Fi 
п 


因此 有 > > N(a,) = > \2( А). 
4° 当 AE SC,(Q) 时 ,有 A*=A,TFË 
s (A)= Aa (АА) =/А, (А?) 
=VA (A)= |А,(А)1,5=1,-, 
特别 当 А20 时 ,有 A (A20, KA 
с,(А) = A (A)|=2(A),s=1," n 


> 因为 4(A 71) = iay , 当 把 矩阵 的 特征 值 排 成 降序 的 形式 
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时 自然 有 式 (4.3.9) 成 立 . 
再 由 1 、2* 即 知 6 TRE. П 
定理 4.3.7 ВАСО" х", # A 是 中 心 封闭 阵 ,A1(A) 之 … 
宇 %,(A) 是 A 的 个 实 特征 值 , 则 | 


1° Re(trA)= > A (A) (4.3.12) 


2 |All = ll А2(А) (4.3.13) 
3° HA (А)22- 24, (А) >20 Н, АЕ АНИ] 
阵 , 并 有 
1(A-D)=)1 (CA)，s=1 (4.3.14) 
4 EB~A, M BIA P bH, H 


A (B)=A( (A), 5=1,:, 10 (4.3.15) 
证 1 IA APOIAR, fen Ж PE Q" "n ,使 
A=P -diag(A (A), 2, (A))P Ф 


于 是 由 式 人 与 定理 4.2.10 推论 2 及 定理 4.3.2, 知 
Re(trA)=Re(tr(P-!diag(A1(A),…,X,(A))P)) 
=Re(tr(diag(A1(A),…,A,(A)))) 
=Re( >) А(А))= Уу АА) 
2 由 式 由 及 定理 3.3.3, 知 


AI = P i] diaga (A), (A))I ПРІ 
= || P 'P| + | diag(A (A), =, CA)) || 
= ll AFCA) 


ЧА, (А) >0 PF, ARORA A 可 道 ,从 而 显然 有 式 
(4.3.14). 


4 HB 与 A 相似 , 则 存在 可 道 阵 QE о" " ,使 
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B= Q 1AQ 
于 是 由 式 及 上 式 有 
B=Q !P !dig(A (A)... à, (A))PQ @ 
令 P, = PQ , 则 Pi 可逆, 且 由 式 @ 有 
В= Р, !dag(A (A), An (A) Pi 
可 见 B 仍 是 中 心 封闭 阵 , 且 
A(B)=A(A),s=1,", n 0 
推论 ”相似 变换 不 改变 中 心 封 闭 阵 的 中 心 封 闭 性 ,也 不 改变 
中 心 封 闭 阵 的 特征 值 . 迹 的 实 部 及 重 行列 式 . 

定理 4.3.8 ЖАСО" W A ШЕТ Б ЖИН Ж 
性 、 正 定性 或 半 正 定性 . 

证 ü ACQ Æ ARARA ДОЖА 的 各 主子 阵 
TEAREN E AREEN, A, 是 A B) k 阶 主子 阵 , 由 定理 
4.3.5 之 推论 的 必要 性 知 ,A 的 各 阶 主子 式 皆 为 正 ,从 而 A, 的 各 
阶 主子 式 亦 缘 为 正 , 再 由 定理 4.3,5 推论 的 充分 性 即 知 A, 亦 是 


正定 的 . 半 正 定 的 情形 同 理 可 证 . 0 
定理 4.3,9 ЖИТТИ É 3С КЕТО ЕА, PS E ЇДЛЁ 
RAAE А HEITIR. 


证 因为 自 共 忽 阵 必 是 中 心 封 闭 阵 , 故 由 定理 4.3.6 知 ,相似 
ЖЕЕ ТИЛЕ Н ЭЕ РЕП ИЕШЕ ЇН. 又 由 于 西 相似 也 是 本 相合 , 故 由 命 
题 4.3.3 知 , 西 相似 变换 也 不 改变 和 矩 阵 的 自 共 罗 性 ,进而 由 定理 
4.3.6, 即 知 西 相似 变换 不 改变 自 共 示 阵 的 行列 式 与 迹 . D 

定理 4.3.10 ZA. BESC, (Q),A >0,B2>0, ДЕГЕ 
РЄ" *" {E 

Р*АР = 1, 


bi 4.3.16 
P* BP = (4.3.16) 


| aaber 


n 
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证 由 AESC,(Q),A>0 及 定理 4.3.2 H, A T% B: 
P Í € О"^” ,使 
Po APo = I, 
由 BE SC>(Q) 及 定理 4.3.4 知 ,P* ВРЄ5С2(0). FE H EE 
4.1.14 知 ,有 UEU'*", 使 
б, 


U* Po* BPU = ‚ф20,5=1,з,п 


bp 
今 P= ОР, Рӯй, В 
P* AP = U* Py* AP U= О * 1,0 = I, 


bi 
P* BP = U* P, BPoU= 


СЕ 0 
命题 4.3.5 É 4A=(ai)ESC>(Q), 若 对 某 个 і Җа; =0, 
а; =а;=0,Уј=1,2,:,ғ,ғ =тапкА. 


证 因 rankA =7, 则 由 定理 4.3.3, 有 A= RR*, 其 中 R= 
(05) E 9""", Ма; = У) baba = 2) N(px)=0, 由 此 推出 
| k=i * k=l 
ру =0() =1,2; r), T Ж aij = > pixpj=0, 与 此 同时 aji = ti 
k=l 
=0(j=1,2,",r). n 
` > В, В," 
Ж 4.3.6 É ВЄ5С2(0), Æ в= (в! В, ) 
1° rank( B2, Вз) = гапкВз, B. B3x = — B, 有 解 ; 
2° rank( B1, B. * )=rankB,, B B,z* =B,* 有 和 解 . 
证 因为 B 之 0, 由 定理 4.3.8 知 В, 与 В, 均 为 半 正 定 , 设 
Bs 为 上 阶 方 阵 , 则 由 定理 4.1.14 之 推论 知 有 UE U: ,使 得 
À 
UB;U ` -| > 
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于 是 


o vlla: в Jo vl (on B J> 


其 中 Ba = 
B4) 的 第 i 行 全 为 0, 从 而 


| xm 人 4.3.5 知 ,车 А; = 0, W ( UB, 


I 0 
rank( B, , Вз) =rankU(Bx,B.)[5 1" ) 


= rank( UB;,B4) = rank B3 
最 后 由 文献 [1]299 页 定理 9 知 BX = 一 B; EAM, TE 1 得 证 . 


同样 可 证 明 2°. D 
定理 4.3.11 设 4A,BESC,(Q), 则 存在 可 逆 阵 PE О" *", 
使 得 
¿pal 0 
Р АР= [ a) 
А, (4.3.17) 


р“ ВР = 


ЕЕЕ 


Ш 若 4>0, 由 定理 4.3.10, 结 论 显然 成 立 ; 若 rankA = r< 
nn, 则 由 定理 4.3.3 知 存在 可 逆 阵 PE "х", 
L 0 
Ao=P" Ap=| ) 
0 0 


而 由 定理 4.3.4 知 , Be = Р" BP = (в, P JE scz(Q), 3 


BEQ” . 令 
| ) 
x I 


其 中 X 满足 B,X = – Ba( 这 一 和 矩阵 方 阵 的 有 解 由 命题 4.3.6 可 
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я). PA L ñW R REE 
0\ ум 0 
ope s= w) 
由 定理 4.3.4 与 定理 4.3.5 知 M 5N 均 为 半 正 定 , 从 而 有 广义 
Щщ Vi 及 V, 使 得 


Vi үм К ›)- 
(0 V2” KÉ NI\0 V, 
其 中 :=1,…,n, 而 此 时 又 有 


(T е) Ацо у) ео) 


гл [© 
0 


Kı 


e, | aa 
“п 


0 У," 0 У, 0 0 

于 是 只 须 令 реи. | 
0 V, 

即 得 | 

. [0 

P Ар [5 0) 

41 
P*BP=| ` „A20, t=1, >n 0 


Ж 4.3.12 ЖА, ВЄ5С2(0), 
1° 存在 可 逆 阵 PE Q*** ,使 得 P* AP 与 P-1B(P*)-! 同 时 
为 实 对 角 阵 , 即 

L. 0 
Р? АР=( | 

0 0 

Ài f (4.3.18) 

квр? = | э. СЕТЕ 


2 АВ 与 BA 相似 于 同一 非 负 实 对 角 阵 ,从 而 它们 是 具有 相同 
非 负 特 征 值 的 中 心 封 闭 阵 .有 车 A .B 可 换 , 则 
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АВ = ВАЄ SC? (Q) 


证 1 仿 命题 4.3.6 的 证 明 , 只 须 取 其 中 X 满足 矩阵 方程 
В.Х* = В,” В. 


2 (4.3.18), E 
Р* АВ(Р*)`!=(Р* АР)(Р!ВР" `!) 


|] 


А 
= А ADO, =l er 
0 
Ài, 1, 0 
Р" ВАР =-(P-'BP' (PAP) =] “~ (о) 
А, 0 0 
人 1 
= kn A >0,ż=1; r 
al 


PRZ. 
类 似 地 ,我 们 还 可 得 : 
定理 4.3.13 设 A,BE SC?(Q), 则 AB 与 BA 相似 于 同一 


正 实 对 角 阵 ,从 而 它们 是 具有 相同 正 特征 值 的 中 心 封闭 阵 , 且 当 
А,В 可 换 时 ,有 AB=BAE SC? (Q). 


定理 4.3.14 Ü A,BESC,(Q),A>0,B20,0] AB 与 BA 
相似 于 同一 非 负 实 对 角 阵 ,从 而 它们 是 具有 相同 非 负 特征 值 的 中 
心 封闭 阵 , 且 当 А,В 可 换 时 ,有 AB = BA € SC2(Q). 


1 l 
ZH 4.3.15 Ë A, BC SC2(Q),W АВ, ВА, АВА, 


0 
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BAB? AMA EOR ARE, B. 
\,САВ) = А,( ВА) = А,(А ВА?) 
=A.(B'AB2)20, s=l,=,n. (4.3.19) 


Re(trAB)= Re(trBA ) = trA*BA = вав? (4.3.20) 
证 不 妨 设 rankA = r, MH AiR RE 4.1.14 
知 , 存 在 UE "х" 


UAU* = діар(р,0), О = аіар(А, (А), -·,4,(4)) >20 Ф 
由 定理 4.3.4 知 ,有 UBU * € SC2(Q). 


设 UBU* = (a В: ) ,关中 BE С^”, НН Ж 4.3.8 
2 3 


B E SC2>(Q). 

令 
U 

u= | '), ЯФ Є" 

О, 

则 

1 4 1 1 
UA`BA°U* = UA°U * ОВО" UA *U * 


4 L 
-( (о)в оо о) 
0 0/10, 1052 i0 о 


+ 1 
- [° U,BU,* D o) 
0 0 


L 1 
= diag( D'U, BU, * D° ,0) @ 


I 0 
令 АМ IJE Q"*", 其 中 久 WE B,X= - B( 这 一 方程 有 


解 ,由 定理 命题 4.3.6 可 知 ), 于 是 L 可 逆 且 有 


1 1 
[U *dig(D °, L*] '!AB[U*dig(D ,I)L *] 
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1 1 
=diag( D'U BU I * D° ,0) @ 
HRO, Q4, A BA У АВ 相似 .而 由 定理 4.3.12 知 AB 与 
BA 是 具有 相同 非 负 特征 值 的 中 心 封 闭 阵 . 再 由 定理 4.1.16 Hl, 
ABA 亦 为 中 心 封闭 阵 , 且 
А 1 
А,(САВ) = А,(ВА)=А,(А` BA ),s=1," n. 
同 理 可 证 L 1 
A (BA) =A, (AB)=1;(B* AB ),s=1, t;n. 
故 式 (4.4.19) 成 立 . 
又 由 定理 4.2.10 推论 2, 有 
Re(trAB)= Re(trBA ) = Re(trBA°A `) 


如 二 = pet nln 
=Re(trA “ВА )=Re(trB °AB°) 
1 1 1 + 
H A BA ,ВАВ`Є5С2(0), 0 


L l 1 L п L L 
cA BA’ =trBAB = >) А,СА BA )20 
s= l 
故 式 (4.3.20) 成 立 . ' 0 
推论 设 A,BESC,(Q), 则 | 
1° 当 A 之 0, B 之 0 或 A>0,B 之 0 或 A 之 0,B>0 时 ,有 


ABA? ,BiAB!E SC? (Q); 
2 当 A >0,B>0 时 ,有 д'В?,в?ав?є SC? (Q). 
证 ЧА, BESC? (0) вї, W (A BA)" = (А?)* B“ 
(д?)' = ABA, 8 АЇВА? € SC, (QI). 又 由 定理 4.3.15 知 


А,(А?ВА?)>0(: = 1, =, п), AT H EJE 4.3.3 知 , АВА? Є 
SC>(Q) , 同 理 可 证 其 他 情形 . g 
ЖЖ 4.3.16 А, ВЄ 5С2(0), m 为 正 整 数 , 则 (AB)"， 
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(Ва)", (АВА? )” ‚(В АВ? )" ЭНИШ БЕ JBE, Н Ж 
А.((АВ)”) = А,((ВА)") = А.((А?ВА?)") 
= \,((В?АВ*)”),в=1,›л ' (4.3.21) 
Re(tr( AB)” ) = Ке(«(ВА)”) = (АВА! )” 
= (В`АВ?)" (4.3.22) 


证 由 定理 4.3.15 Я AB, ВА, А?ВА? , ВАВ? ЭЕ 
ФӘ ШЕЕ, ЖЕРЛЕНИ Е РЄ О" <", 


АВ = Р-\А?ВА?Р 
故 (AB)” = (P “1A BA P)” = P (A BA )"P 
因此 (AB)” S(A BA)" 相似 . 
注意 到 АВА € SC? (Q), MCA BA*)” Є SC>(Q), 于 是 
由 定理 4.1.17 知 ,(AB)” 为 中 心 封闭 阵 , 且 


\„(САВ)”) = (АВАЗ )"), = 1,9, 
同 理 可 证 式 (4.3.21) 的 其 他 等 式 . 
又 由 定理 4.2.10 知 ， 
Re(tr( АВ)” ) = Re(tr(ABAB.…AB)) 
1 Ll d L і L 
= Re(tr( A*A BA А B+... A А В)) 
= Re(tr( A?BA А ВА? ---А'ВА?)) 
= Ке(и(А?ВА?)”) 
=т(А?ВА?)” 
同 理 可 证 式 (4.3.22) 中 的 其 他 等 式 . 0 
РАДО Ж ñ SP H PE AF 


定理 4.3.17 设 A,BESC>(Q), 则 
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1° де, BIE SC2 (C) 
2'AB,(AB)°= А°В° 分 别 在 Q,C 上 相似 于 非 负 实 对 角 阵 ， 
且 对 每 个 ;(s=1,…,n) 有 
А.А) =0,(А) = А2,-1(А°%) = A2 (A) 
= - (Az) =02,(А°%) (4.2.23) 
A (AB) = А›,-16А°З°) = A (AB) (4.2.24) 
证 由 AESC>(Q) 及 定理 4.1.14 知 ,存在 UE Ur*" ,使 
A =U" diag( iÀ), =, (A))U,A(A)20, s= 1, Ф 
由 定理 4.2.8 HI, 
A(A)=o,(A),s=1,.…,n, | @ 
于 是 由 式 外 ,并 利用 式 (2.3.15),(2.3.17) ,有 
A*=(U')*dig(A (A)... A CAJ ALA) e AADU 


© 
由 式 @,@ 即 知 А°Є SCZ(C), Н. (4.3.23). 
又 由 定理 4.3.15 4 
à (AB)20,s=1, ‚ля 
且 存 在 可 道 阵 PE Qu" ,使 
PABP-1=diag(M1(A4B)，…)(AB)) @ 
这 样 由 式 @ 并 利用 式 (2.3.15) 及 式 (2.3.16), 有 
PAB (P)! 


=diag(A (AB), A (AB), àı(AB),=*,à, (AB) Ө 
ТЕН 06), (АВ) = AB ТЕ С 上 相似 于 非 负 实 对 角 阵 , 且 


有 式 (4.2.24) 成 立 . n 
ХР H HETI G SO EE AOE, A l F 
定理 4.3.18 设 A,BESC,(Q), 则 
trAB=trBA (4.3.25) 


证 W ВА =c, ),x x M 


ТВА = c, = > G = tr( BA ) * 
s=1 s=1 
注意 到 A*=A,B" = В, WA (BA)" = A* B* = AB, E 
即 知 式 (4.3.25) 成 立 . 0 
ЕЮ 4.3.19 Ж А,ВЄ5С,(9), 1 
trAB = пВАекпАВЄ К. 
证 当 trAB=trBA 时 ,由 式 (4.3.25) 即 知 有 пАВЄК, E 
之 , 当 tABER 时 ,由 式 (4.3.25), 有 
trBA = trAB = trAB 
故 trBA = САВ. | 0 
定理 4.3.20 ЁА,ВЄ5С,(9), 4 


Re(trAB)=tr AB 5 ВА 


Е 由 式 (4.3,25) 知 
trAB + trBA = trAB + trAB 


由 此 即 知 式 (4.3.26) 成 立 ， | D 
EH 4.3.21 设 AESC(Q),UE Un" H 

tr( UAU * )=trA (4.3.27) 

证 由 定理 4.3.9 即 得 0 


ЖН 4.3.22 Ш А,ВЄ5С2(0), W 
Re(trAB) = > А,САВ);>0 (4.3.28) 


. s=1 
证 由 定理 4.3.15 HI, AB 在 Q 上 相似 于 非 负 实 对 角 阵 , 即 
存在 可 逆 阵 PE Q"*", 使 
PABP !=diag(A (AB), 1, (AB))= D 
其 中 ， 2,(AB) 之 0,s=1,…,n 
又 由 定理 4.2.10 之 推论 1 知 ,相似 变换 不 改变 乍 阵 迹 的 实 部 , 故 有 


Re(trAB)=Re(trD)= У) ),CAB)20. D 
s=] 
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第 五 章 ” 四 元 数 矩 阵 中 的 不 等 式 


不 等 式 是 一 个 广阔 的 数学 领域 ,从 某 种 意义 上 来 说 ,不 等 式 比 
等 式 有 更 大 的 用 处 ,具有 更 普遍 的 意义 , 它 在 各 个 数学 分 支 中 都 扮 
演 着 非常 重要 的 角色 ,这 个 领域 里 的 成 果 也 异常 丰富 . 

在 这 一 章 里 ,我们 将 从 凸 函数 .控制 不 等 式 \, 双 随机 和 拖 阵 出 发 ， 
在 一 些 熟 知 的 基本 数值 不 等 式 的 基础 上 ,讨论 与 四 元 数 和 矩阵 的 诸 
数值 特征 相 联 系 的 一 系列 不 等 式 ,其 中 有 些 结果 就 是 对 常规 矩阵 
来 说 也 是 新 的 . 


$51 WAK дїї ЕЛА, 


一 \ 凸 函数 


定义 5.1.1 É Fi) 是 区 间 工 上 的 实 函 数 , 若 对 任意 z,yE 

I 及 任意 a€ (0,1), 恒 有 | 

f(az+(l1-a)y)<af(z)+(1-a)f(y) (5.1.1) 

则 称 /是 区 间 I 上 的 下 凸 函 数 ; 若 式 (5,1,1) 中 的 等 号 当 且 仅 当 > 

= у 成 立 , 则 称 上 是 严格 下 四 的 ;车 式 (5.1.1) 中 的 不 等 号 反 向 , 则 

Ж f Re I 上 的 上 凸 函 数 ;类 似 地 可 定义 严格 上 串 ; 下 西 函 数 与 上 凸 

函数 统称 为 西 函数 ;严格 下 凸 函数 ЧЕ чайна 
函数 . 

定理 5.1.1 设 f(1) 是 TT 上 实 函 数 ,车 f(z) 在 工 上 二 和 阶 可 

导 ‚В f<), V:CI,MJ (ORI EW РСЕ) гаж, 
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/ 


且 当 (1)>0(<0) 时 ,f(z) 为 严格 下 (上 ) 凸 消 数 ， 
证 Vi <, <t C [, H£ e H R EBE, A El, 
t),Q C (ty, ta) ,使 得 
Р) = Рб) = f(0)(t, ta) 
f(ts)-—- f(t2)= f (0,)(ts — t2) 
H FZO (Р) ЕТ ЕЖ Р (0 )</f (0), TEA 
f(t2)~ Р) 05) Рб) Ф 


t2 i £3 17 


ЫШ 12,25 的 取 法 的 任意 性 ， В = а t (1 一 a)ts, 有 а= 
—€(0,1), 可 将 式 D 变 形 为 
= 11 2. 


1 ft) б) 
п nt n-p Sh ath =, 
Вр + = = А (23) 


a 
СУСЕ [ EKTOR, B AROK ЖЮ Е RKA 
ЖЕ. Ете E RIRE E. n 
由 凸 函数 定义 易 得 如 下 
定理 5.1.2 设 /zi) 是 区 间 了 上 的 下 凸 函数 , 则 
P PV raray yE I Erry MEN, гуз уз, 
有 
fed- f(y1) >{(z2) - ҒО») 


(5.1.2) 
TJI 22 — уә 
2 没 an ELADO PIAA p. 
f(% 2) ра) D руба) (5.1.3) 
i= t=1 


在 式 (5.1.3) 中 , 令 p1= p= p = 2,178 
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г}. D <E Y Л) (5.1.37 
当 AD 旨 为 上 凸 函 数 时 ,上 诸 不 等 式 反 向 . 

式 ($5.1.3) 也 称 为 凸 函 数 的 琴 生 不 等 式 . 

本 章 将 要 用 到 的 重要 的 下 凸 函 数 有 

00) = —Inz, +€ (0, + co) 

2 f(t)=t",a>1,tE(0, + ә) 
这 由 定理 5.1.1 显 见 , 且 均 为 严格 下 凸 函 数 . | 
| H (2) = 一 Int (0, +оо) AFORA, 26 (5.1.3), 
得 如 下 的 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 : 

设 2,20, p>0, IXiKn, р t'i: + p, = р, 


(Па) < > 29 (5.1.4) 
(П 2) > Z; (5.1.47 
二 \ 双 随机 和 矩阵 与 控制 不 等 式 
定义 5.1.2 E P=(p;)€ RX" P 的 各 元 素 非 负 , 且 
Pe, =e,PIe = e, (5.1.5) 


这 里 e, =(1,1,- 1 € Rn” Ер 


(5.1.5)' 
> ps=1,i=1,,n 


即 矩阵 P 的 各 列 、 各 行 元 素 之 和 均 为 1, 则 称 P 为 R 上 的 双 随机 
Жа РЄ Б). 


若 满足 的 式 (5.1.5) 换 成 如 下 的 式 (5.1.5) 
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W" (5.1.5)” 
>, py<1l,i=1,",n 
则 称 P 为 R 上 的 次 双 随 机 算 阵 , 记 为 PEF(R). 

定义 5,1.3 设 P=(p;)EQ'”", 若 满足 


之 | 2 = 三 1 2 ñ 
(5.1.6) 
> [psl=1,i=1,2, 


则 称 忆 是 Q 上 的 广义 双 随机 矩阵 ， 记 为 PE3(Q). 
若 满足 的 式 (5.1.6) 换 成 如 下 的 (5.1.6) 


2 Ipli j=l, e,n 
' “| (5.1.6) 
È (pal St, i=in 
ШЖ P 3 Q 上 的 广义 次 双 随 机 矩阵 ， 记 为 PC 2(Q). ЯШЕР 
ЯЕ 5.1.1 
r HACKE AC2), ШАТ, АЄЭ, (3 АТ,АЄУ), НХ 
任意 置换 矩阵 人 ,有 TA,ATEXR TA, ATEZ). 
2 #А,ВЄФ,Щ АВ,ВАЄЗ.. 


ЖХ 5. 1.4 Ё з= (r, a) у= (у, у) Є Р!" 
ES a, N EY, 


1 车 Уа) у= 1, (5.1.7) 
则 称 向 量 x 被 y 控制 ,或 说 y BEF , 记 为 z 《wy. 
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k k 
2 若 Уа, < Dyk =1,….…,n-1 
m (5.1.8) 


则 称 向 量 x 被 7 m, 或 说 y 优 于 x , 记 为 z —y. 

设 过 =(ztza)ERI< ,以 下 均 假定 向 量 x 的 分 量 是 
按 降序 zz, ae, 排 好 的 .而 把 以 z1 ,xz2，… ,zn 的 乱 序 排 
列 作 成 的 向 量 记 为 ,于 是 易 得 如 下 两 个 定理 : 

定理 5.1.3 设 z=(zxi,…,z;)ER'", 则 


n k k 
> r, - 1 >) z< У) Tok=1,,n (5.1.9) 
s=l s=1 s=1 

定理 5.1.4 设 t=(ri Tn) y= (уту) ERP”, W 


> Es Ya — s + | <s <> Ts ЕК9 > х,у; k = 1,: (5.1.10) 


为 了 讨 ; 控制 不 等 式 ， 我 们 将 常用 到 如 下 的 所 谓 阿 贝尔 (A- 
bel) 变 换 ; 


设 a,,b,(t 二 1,…,n) 是 实数 或 四 元 数 , 则 成 立 等 式 
> аф, = Ў (а, = а,+1) У) bsta, У) b, (5.1.11) 
= | з= з= 1 


1= 1 
定理 5.1.5 设 а,,0,,сЄЕ,Ж а,20,6,20,:=1,:--, п, 
cZ... 2с, , В 
k k 
5) а 27 Ь,Ё=1, ‚л (5.1.12) 
则 有 


k k 
2 ca < > сб, = 1, (5.1.13) 
证 由 阿 阿 贝尔 变换 即 式 (5 1.11) 及 条 件 , 有 
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2-1 


У ca, = > (c C4+1) > а; + ck > a, 


=1 =1 
一 1 


<Š (аса) P) bita Уа 
s=1 t=1 


| k 
= $) eb,k=1,,n 
故 式 (5.1.13) 成 立 . 0 
定理 5.1.6 Ra CPER, kn Ж а> 72а. А 


і 
对 任意 < I<n,# > С «тпіпі 1,6), 


> aC > а,,1<Е<п (5.1.14) 
证 HE DI 尔 变换 及 条 件 ， 有 


> a Ci) = > (a, a+1) > С) + а, > ct 
t= s= з= 


t=1 
k-1 


А nl n n: 
= Sl (а-а) Co+ D (атак) 27 С + a, > ct 
s=| 1=k s=1 s=1 
k- nzi 


< (a, —a,+i)t + > (a, = а+1)Е + nan 


t=1 t=k 


zl k 
= - Ў la-a ttak = У) а, 1<k<n 
121 
帮 式 (5.1.14) 成 立 . 0 
定理 5.1.7 设 a CPER, 1t, k Sn ,车 a> =a, , H 


- k 
则 aC OS У) ab ,1 和 Pr (5.1.15) 
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证 由 阿 贝尔 变换 及 条 件 , 有 

n n-i t n 

> a Ct = > (а= а, +1) > С +a, > ct 
t=1 s=1 t= 


t n-i t н 

k 

= У (а-а) 2) С + Ў) (а-а) 2) CI) +a, 2; СО 
з= | t= 上 s=1 £=1 


ah Am ~“ 
Т W тл 


1 п-\ ` k k 
< (а, ai) 2 b, + > (а-а +1) > Cë) + a, > b 
s=ł = 


t 


k 


= > (a, ~ а +1) > b, + ak > b,= > аф, 


t= 


BGS. 1. 15) 成 立 . 0 
向 量 受 控 与 双 随 机 矩阵 之 间 的 关系 有 如 下 的 
E 5.1.8 i r= lrn), у= (уу) ER”, 
ЭЗЕ, 
1° > Kyo fE XX ЛЕ PEKRE х = Ру; 
2 х Kuy P ЕКА Б PEAR), E = = Ру. 
证 1 不 妨 设 z,y 的 分 量 均 为 降序 排 好 的 . 
“=” 改 记 х= Py 为 分 块 形式 为 
х5) P. Р (1) 
(со) (ps ра) бо) о 
这 里 T(r eP = (авара) 
э = (у, эз „у = (yetis Yn)! 
其 余 是 相应 HIR, 记 @= (1,…,1)TE RX*!, 于 是 由 式 四 有 


x; = е2 =ef(Puy V+ Pa y) 


= ety) ~el, - Pu)y" ) + PIP уб) 
«еду -efh - — Р\у)екук + elPne, - КУЕ 


= еу – (eler — el(Pi, Pr)en ys 
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i=1 
且 由 式 (5.1.5), 有 еј=етру=елу 
故 得 £y 

“ъ” 对 nn 采用 数学 归纳 法 . 

当 n=1,x 《<y, 即 xz=y, 而 1 正 是 1 阶 的 双 随 机 阵 , 故 当 n 
=] 时 ,结论 成 立 . 现 假设 阶 数 志 n 一 1 时 结论 为 真 ,下 面 考虑 ЇЙ 
Ж Ж: 

已 知 zx у, WARMA: 

(i) zi=y ,此 时 , 记 - 

¿= (a2, En) IE буз,” Yn) 
可 得 《5, 由 归纳 假设 ,存在 双 随 机 阵 定 ,使 主 = Ру. 
= °] 
0 P 
显 见 P 仍 为 双 随 机 阵 , 且 有 x= Py. 

(ú) rly ШЕЙН у 的 某 个 坐标 不 大 于 zi( 和 否则 控制 条 
件 不 能 成 立 ) , 设 у, 是 其 中 的 第 一 个 , 即 有 z+< yy ，… yw-i 但 
yy 和 zl 局 ,后 一 不 等 式 保证 了 存在 аЄ [0,11], 1845 

21= ау + (1-a)y, 


令 
a 0-0 1-а: 
0 0 | 
p- L Ly 0 
0 0 
工 0-0 a i 
_ о 
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显然 P, 为 双 随 机 阵 , 记 Рүу=е= lz,” 2n) WA 
zı=ayıt (1-а)у = zı 
= =(1-—а)уу +ау,= y ty z @ 
Z2= Y2" s 20-15 Yt T Yett п T Yn 


注意 到 z, = x W Z= (zs,…,za) ,可 证 2 —<#. 事实 上 ,由 式 @@ 
р 


当 &A<z-1 时 ,有 
k k k k 
> Z; 一 > y> >) арг 2; Ti 
i=2 i=l i=2 #=2 
当 &>t-1 时 ,有 


k k k n 
2; zi = 2 y ty tyi у= > 入 一 并 之 > Ti 
得 受 控 条 件 满足 . Тегу = elz- ri=ely— ri = elz — ку = 
elz, 7 2, TEH ТВ, ВЕЕ P, == Р,2, ЖР = 
PaP, RA z= Pz = Р,Р;у= Ру, їй Р ВЛЕЕ. 

2” 同 理 可 证 . D 

定理 5.1.9 х= ley En) 7, у= (yin € QI, 
M + <wy 的 充 要 条 件 是 存在 P=(p;)E€(Q), 使 

x= Py 

特别 地 ,车 РСК), ДЕЖ уЄ R"*! 有 Ру <y. 

证 ЛЕ. == Py, PC % (0), W 


|11 = | > рь; | < 之 151151,1, 


3 lal< È 1а È Is Уы 


= > | у; @ 
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k 
其 中 ,4 和 0<5= > |p |<1,;=1,--, n B. 


n ка k k k 
PEP? D 1р1 > X 11 2 1= k’ @ 


ET i= ј= і 


ATHRO, O, E 
> EAs > ly, iS > PALE 2 | у; | 
<> эла ына $ o) 


= - > (151-1510 6-0) + PENE | ye S0 
BE a у. 
当 PE98(R) 时 ,对 yE 0", х= Py= (zu za) ,与 
上 类 似 可 证 Ру „у, В. 


п k n | 
а= У 2) p= 2)» hy 
从 而 有 Py <y. 


必要 性 . 记 ®=(|ху!?%,с®, |z, T, ў= (yle, |y, DT, 
则 由 命题 5.1.8 之 1 的 必要 性 知 存在 WE 儿 ,(R), 使 


£= W 
. 1 Tn 
令 D, = diag 7,, 3) 
< 1 (2 | „|? 
。 51 Ул 
D: = diagh 7, з) 
AE 
则 Z= Diz, ý= Dzy 


ямі: рг'=рѓ,р,ЄЖ9)С% (Q). 
令 P=DiIWVD;, 则 易 知 有 РЄ? (О), BA 
z=Diz=DiIVW=DiIWDy= Ру Ú 


定理 5.1.10 i z,yER"“i, 且 它们 的 分 量 均 已 按 降 序 排 
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列 ,P 是 任 给 的 z 阶 双 随机 阵 , 则 有 
хТу$аТРу=тТу (5.1.16) 
ХЕ, у Alyn) M у= Yn-erist=1, ,nn. 

IE ” 先 证 式 (5.1.16) 右 边 的 不 等 式 , 用 数学 归纳 法 . 当 n=1， 
结论 显然 为 真 .假设 对 n -1 维 向 量 , 结 论 为 真 , 现 讨论 n 维 情形 . 
记 

z= Py=(z1,° 2n), 2 = (22,324), 
X=(y2t у Y3 a) 
则 由 z —y=>z 《5, 故 有 n -1 ЗАКИР itz = Ру, нА 
假设 ,可 得 
TTILE y, AE ZS (xran) 
由 于 zlz=zxí(zi tirz + ZTy 
而 зла +19 saza tayi zi) Ty + ry 
=(x17 r2)(z1 7y) tr yry 
即 得 zTz 和 xzIy В zTPy<zxIy. 
在 已 得 的 结果 中 用 - у 代替 y, 则 有 
rT P(-y)<=xT(- y) 
即 得 ZTySzTIPy 0 
хӯ 5 ES 335. НТ 
定理 5.1.11 设 了 为 一 区 间 , х,у, Є1,5=1,:-, п, х= 


(zi En) YE (YO IER?” а у, rl， 
n" -= y, EWE 


k 
之 z< > yok =1,: (5.1.17) 


则 对 I 上任 一 таана), 有 
D а) X ЛА, (5.1.18) 
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证 不 芒 设 z, Z y, (AAA z, = y, PF, 8 /(х,)= f(y,), + 
等 式 (5.1.18) 中 的 这 一 项 可 以 不 考虑 ) ,对 任意 正 整数 kn, S 
‚= Кз) 
— у, 5 
f(t) 是 Ен К 函数 ,注意 到 E> T у 2 
у, 36(5.1.10), HRO, 6 


D, >D, +1 之 0,s=1,.…,k @ 
< Х, = > tr, Y, = > у,,5=1,',Ё, 
r=l r=1 
由 式 (5.1.10) 有 z<Y,,s= 1 b, 


=1,+зз,Ё 


@ 
于 是 由 式 @ QO, 8 
天 一 | 
> (X,- Y,)(D,- D+) + (X, - Y,)D, 0, 
k-i k-i 
即 2; X,(D,- D...) + XDS У) Y,(D,- D,+1) + Y,D,, 
s=| s=1 
Ë k 
即 2; (XX DS D (Y,- Y,-,)D, 
5=1 s=1 
(其 中 Xo =0, Yo=0) 
А f(z,) — f(y,) Š Flax) — fly,) 
即 > w s к 
即 У zJ (zs) 一 afia) fz) + эё Суг) — 
х= | T Ys 
k 
即 之 [ /(ж,)— f( y,) ]<0 
Rp уз ERES > fy),s=1,.,n n 


定理 5.1.12 Ü r> r20, 22225,20, 
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k 
IL z< П y,,k=1,…,n (5.1.19) 


k k 
则 > z< У) У, = 1,'"", т (5.1.20) 


证 Ж z 2: 2>>r >20, 0,61 к, 0,00 
È y, >20, у, .125у.+22-25у,20, r = 1 л, 
А а; =1а2,,6,= iny s51, r, 


对 式 (5.1.19) 两 边 取 对 数 , 得 


Ë 


k 
> a < >) b k=1,,r @ 


s=1 з= 1 


S f(z)=e', 则 f(z) 是 (0, +оо) Е Е РАЖ, В. 
Ка,) = х,, РЬ) = yos =l, r 
于 是 由 式 个 及 定理 $.1.11 有 


У Ў »,Е=1, r @ 
又 T 0， @ 
КАШ: Б КӨ КӨ: 

Уа У y k=l, ‚л 
故 式 (5.1.20) 成 立 ” m g 


定理 $.1.13 ÉE zi 之 … 


则 当 p21 时 有 


k 
2 p< 27 Я,Ё=1, тп (5.1.21) 


s=] 


证 Ф500) =, :Є([0, +оо), Д p>1BF,# fr (r) = 
р? 0, f (0) = p(p 1) 277220,2: (0, о), й /(:)Ж[0, 
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+оо) КЮ ЕН РЖ, A W H aE 5.1.11 即 知 式 (5.1.21) 成 
立 .而 当 p=1 时 ,由 条 件 即 知 式 (5.1.21) 成 立 . n 


85.2 几 个 数值 不 等 式 
本 节 将 给 出 在 讨论 四 元 数 和 矩阵 不 等 式 中 要 常用 到 的 几 个 数值 
不 等 式 . 
一 、 贝 努 利 (Bernoulli) 不 等 式 


定理 5.2.1 бір -1, 5 
1 当 a<0 或 a>1 时 ,有 


(1 + z+)°>1+ or (5.2.1) 
2 34 0<a<1 t, A 
(1+ z)°>1 + oz (5.2.2) 


式 (5.2.1)、(5.2.2) 中 等 号 当 且 仅 当 x =0 时 成 立 . 
证 $ f(z2)=(1++x)°-l-agw(z=>-1),MW 
1 当 a<0 或 a>1 时 ,有 
<0,-1<x<0 
космат oee 
>0,:2>0 | 
所 以 f(z) 在 (一 1,0] 上 严格 递减 ,而 在 [0, + ce ) 上 严格 递增 , 故 
f(z) 在 z=0 处 取 最 小 值 f(0) =0, 从 而 f(x) 守 0, 且 等 号 仅 在 > 
=0 处 成 立 , 因 此 式 (5.2.1) 成 立 . 
2° 可 同 理 证 之 . 0 
Z Rl Yong) RER 


EH 5.2.2 Ба, р 2>0(i=1,2),B p+ р›=1,Й 


aaRS piai + рза» | (5.2.3) 
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其 中 等 号 当 且 仅 当 al = a, 时 成 立 . 
证 在 式 (5.2.1) 中 令 1+ х= a= p Mi 
(Sir р Dp) +p pt pg 


上 式 两 边 同 乘 以 at: = a2, 即 得 式 (5.2.3). 0 
利用 数学 归纳 法 可 将 式 (5.2.3) 推 广 为 如 下 的 : 


定理 5.2.3 设 a;,p;>0(i=1,…,n) 且 > p;=1, 则 
i=l 


Ш а^ 2) pai (5.2.4) 
12 i=l 
Яав асса, ЫЛ. 

Ш 当 n=2 时 ,由 定理 5.2.3 知 成 立 . 现 设 式 (5.2.4) 对 n 
_1 成立, 则 对 ,由 式 (5.2.3) 及 归纳 假设 ,有 


П а= а^ Ц а) 
= 4 i=2 
Spia +(1- р) П арР) 


«руа +(1- ра) ) > 


1- "а 
= рау + > ра; = > Ра; 0 
另外 ,我们 指出 , 当 诸 а; 为 非 负 时 ， (5. 2.4) 亦 成 立 . 因 为 当 
а; 中 有 一 个 为 零 时 式 (5.2.4) 的 左边 =0, 而 右边 艺 0, 故 得 如 下 
EH 5.2.4 设 a20, р >20(:=1,:- п) А pitt р, =l, 
则 I а? > pia; (5.2.5) 
又 当 bitet ра = р<1 it, A 
1 axi- p+ У) ра (5.2.5); 
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定理 5.2.5 设 а;20, р, >0(i=1，, n) 且 bi t “Tt р, = 
pH 
I 0 2) pa) (5.2.6) 
i=l i= 
证 р рб, n) M p >0 A 2) р =1,&ШЖ 
= 
Ж 5.2.4,8 
a Pi <ç > Ра; 
i=1 і= | 
п 1 1 п 
即 (Ш а) 2; ра, 
i=] Ё m 
妈 aP У) pai) D 
=1 i=l 
Ж 5.2.6 8 020, p;>0,7=1, ,.n,j=1,1 т, 
r Nte 十 =1 时 ,有 
Мун 
” т т 1 n P; 
>) Qj Gij (5.2.7) 
i=l у=] j=1 b; i=l 
° 1 1 1 
2° 当 一 +,…+ 一 二 二 用 
ы? P P їн 
ар >) У) ай” (5.2.7)' 
i=] j=l j=1 b; i=l 
证 1° 由 式 (5.2,5), 有 
> П ај = У П (а), 
i 1 i=] j= 
<> a» 1 > l 
ii jal Pj j= j i=} 
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2° ваа. ТАР +... +=1,тжшз\(5.27) 
1 , m 


= genr 
EE 5.2.7  а;220(5 =1,:--,п), В >а2>0, Й! 
(5) а) (7 а)? (5.2.8) 
证 “ 当 诸 a 全 为 零 时 式 (5.2.8) 取 等 号 成 立 . 现 设 诸 a 中 至 
少 有 一 个 大 于 零 , 则 


》 а= Msp>0, 因 诸 a; 之 0, 故 0< 名 <1(i=12, л), 
i=1 
又 B>a>0, 故 EI таннан e (0<a<1) 的 递减 
性 ,有 


(у (i=1,2,--,n) 
"аё а " а? 
因此 > м? 2 M; 
从 而 У) амі = ( У) aß Yê 
i=1 7 二 上 
于 是 式 (5.2.8) 成 立 . D 
推论 #8 а,20(:=1,:-,п), r€ R, 
1° 4,21 时 有 ( > ay > ar; (5.2.9) 
2° 当 0< -<1 FF#8 ( > a Y< > а. (5.2.10) 


下 面 我 们 给 出 合生 不 等 式 (5.2.9)、(5.2.10) 的 一 个 加 强 , 为 
此 先 给 出 如 下 
85.2.1 设 a>b>0,r 之 2, 则 


а –- «(а -Ь)(а +6)" (5.2.11) 
证 显然 r=2 时 , 式 (5,2.11) 取 等 号 成 立 , 下 设 r>2, S 
Ф) = -0-1 +1-2 E,D | Ф 


BI (6) = (е 1)0072- (1 2)772]>0,02,1),900) 
«ЕЕ, р) ЖЕГУ ЕАР Т, EER 
让)=y(1) =0, 因 此 

y(1) <0,1E( ,1) К° 
因 522,9 а>&>0,Ж 8=а,а=а +b, q < Ë <1, TEER 


@ 中 令 =E MARO, A 
0(2)= (Êy - (18y +1-22<0 * 


Вр В" – (а ~ В)" = (28-a)ar "1 
Bp a-b =(а—Ь)(а+ь)”^\ 
故 式 (5.2.11) 成 立 . 0 


定理 $.2.8( 和 琴 生 不 等 式 的 加 强 ) 设 a20, 1 Si <n, M 
1° 4,22 时 ,有 


( > ay Z > а +(n’—n)( I а)п (5.2.12) 
2 мо ов 


> a> > a+ (atn) а" (5.2.13) 
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证 1° 先 证 当 r =2 或 n=1,2 时, 不等式 (5.2.12) 成 立 ， 
№ 2 时 ,不 妨 设 a1…a, = 1. 由 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 
(5.1.4), 有 


( > a)? — > a; =2 а 


>26С?. ап ал” гум = — п?— 
ñk n=2 Pl, K(5.2. 12 ) 为 真 ， 而 当 n=1 时 , 式 (5.2.12) 显 然 为 
真 . 
当 n=2 时 , 设 r>2,a1>a2, 令 
Ф(х)=((х+а;)”—х7—а$]/(ла„)'?,®Є [aia] 
于 是 由 命题 5.2.1 知 , 当 ZE(al,az) 时 ,有 
W'(z)=-= 2; laz illea) (х t az)" a + а$]<0 
АК 更 (z) 在 [el,az] 上 递减 ,而 更 (az)= 人 2 一 2, 因 此 
У(а,)22'-2 
由 此 即 知 当 n=2 时, 式 (5.1.12) 成 立 . 
下 面 证 明 , 当 >2,n >2 时 , 式 (5.1.12) 亦 成 立 .不 妨 设 ua): 
…"an= 工 ,这 样 证 式 (5.2.12) 即 相当 于 证 
(ау _ È арт =n 
这 等 价 于 证 明 : 在 条 件 


аца, =1 
下 ,函数 flara) С) а) - D ar 的 最 小 人 


minf= m 一 天 


作 辅 助 函 数 
Е(аџ, аА) = (之 ar- D atal Ш а-р 
= 
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( > ai) (a, ak) =a ak 
RP jAk j k=l, n BERN j,k aAa СЕЙ aj> 
ax), 则 由 命题 5.2.1, 有 
( 2 a) e Sat a)! 
这 是 矛盾 , 故 有 
а= а=: = а, =] D 
ЖЖЖ H M BER F(a an AJ EROM A= -(1 - 
n” 1!) 处 的 二 阶 全 微分 
ФЕ = (п —n)(dal+-..+ da2)>0 
据 此 知 , 式 四 是 函数 f(a1,…, a ) 的 唯一 的 极 小 值 点 . 
最 后 考察 a1…a,, = 1 的 边界 情况 .注意 在 a1,…, a, 中 至 少 


有 一 个 ,如 ai 一 + co 时 , 则 at as) 一 +co. 事 实 上 ,对 于 w= 
r 一 1 之 1, 由 琴 生 不 等 式 (5.2.9), 有 


aa)=( > ar- > a; 
=( > a;)( > а) = > а/ 
>( > a;)( > af) — > a; 
= > аба + tap-tap + +a) 


>а1(а;+е++а,) 


п 
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—A 
2а( п 1) (азау: ‘а, )п-1 


> (и — рая 1+ co( 当 ау» + со) 


据 以 上 事实 , 知 函 数 f(a1,…,a,) 在 at =…=a,=1 处 到 最 
小 值 ,这 最 小 值 为 п-п, BƏK(5.2.12 E H NM a =… 
三 Qa, 三 1, 故 式 (5.2.12) 成 立 . 


2 Фр=+ Иш 0< г< УЖ р>2, тш (5.2.12),Ж 
(Da > X at (P-n) (TL aD) 
зоро т 48 
X > > [Уа + (nt (аР 
7 Уа > а + Gat 00а) 


024 (5.2.13) У. П 
由 、 赫 尔 德 (Ha5lder) 不 等 式 
定理 5.2.9 Bt a,b >0,i=1,2, n,k >0, k1 Н+ 
工 _ 
(Да 
r 当 >1 时 ,有 


Li н 


D аз. N aD aE (52.0) 


2 当 &<1 时 ,有 
' ‚А 
а)? (5.2.15) 
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at 


ай кш. 
кирен ин ИЩ] === =Й. 


证 жаш а). >к)» f'(z)=k(k- 
1) 272, z2>0,k>1 时 ,函数 f(z)= 在 [0,+%) 内 为 下 
凸 函 数 , 则 由 凸 函数 的 琴 生 (Jensen) 不 等 式 (5.1.3) ,有 


2 рад D pt 
i=l < ¿=L @ 
Хр > p: 

即 о вит > рай 


在 上 式 中 令 к=к" :Ti = a; ы" (i=1,…,n), 则 有 
ye 


上 式 两 边 开 Ан + 1,88 (5.1.14). 


#74 0<2<18, f(z)= x 为 (0,+ оо) р Е Ж, й 
这 时 不 等 式 中 中 的 不 等 式 号 反 向 ,由 此 便 得 式 (5.1.15). 
由 于 式 中 从 而 式 (5.2.14),(5.2.15)7 的 等 号 当 且 仅 当 ZX1= 2 


=+ = z, 即 
z == = xk 
k k k 
8р аі 9..2 аң 
БЕ == = 
i 42 аһ 
时 成 立 . D 


ASFN0(5.2.14)55 (5.2.15) É ERE (Holder) KER. 其 
中 不 等 式 (5.2.14) 可 推广 为 

定理 5.2.10 设 aj,a€R,i=1,2,…,n,j=1,2…,m, 则 
м 20,4 >00 in ун) аа. …+aw=1 时 ,有 
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as || (>) а) (5.2.16) 


1 jsl j=1 i=l 


证 ” 先 设 a  >0(1<%;<n,1<;<m . 
< m) , 则 式 (5.2.16) 等 价 于 


Ф 
£ 
ii 

> 

A 
чы 


> Ц GDI Ф 
利用 推广 的 几何 _ 算 术 平 均 不 等 式 (5.1.4) ,得 
il Qim ste, 
т аха “\ А, + + бз A, т аай 
H a” al + `° 十 ат = А, 
令 i=1,2,*… п, 将 所 得 的 ”个 不 等 式 相 加 ， 得 


故 式 @ 成 立 ,从 而 式 (5.2.16) 成 立 ， 
当 ai 中 有 为 零 时 ,比如 a, =0, M 
>) П <: аў = > aš i. айсам 


i=] j= {ж1 


m azl m 


< H ( > aj) I | > aj)’ 


= 


故 当 а„>0,а,>0(1<:<л, оа) 1 = + а =1 时 , 式 
(5.2.16) 57. 0 
我 们 再 把 不 等 式 (5.2.10) 推 广 为 
定理 5.2.11 设 aj,ajEn,i=1,…,n,j=1,…,m, 则 
1 4а;20,а>20(1<і<п,1«у<әљт) В att ay = r> 
1 时 ,有 
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ЭШ ЕЕ > ау)% (5.2.17) 


i=l j=l j=l i=l 
2 Ч а,20, а; >20(1<і<ап,1 <;j<m)R а1 + + a, = r< 
1 时 ,有 
> ñ апі" Ц ( > a) (5.2.18) 


i=] j= 
3 Ҳа; 20,а2>0, о2,'*",а,<0 H atte t a, = r<1 BI, 
有 


m 


> П а> T] ( > aj)’ (5.2.19) 


4 а; >0,alt>0aa ran <0 B atetan = r21 8, 
有 


m 


> H Qn 1 K > ay)" (5.2.20) 


5 当 a; >0, „<<< Ljan) üi teet аһ = Е 
时 ,有 | 


> H ajz I ( > а;)% (5.2.21) 


证 1° Щщ ар tutam r= lB, EB 5.2.10 即 知 式 
(5.2.17) 成 立 , 当 aj+…+ a =r>1 时 , 则 


Am 


一 二 十 -到 一 
r 


于 是 由 定理 5.2.10, 有 


т 


> Ш (a5)5 < Hl ( X 4 rya @ 


因为 ”>1, 则 由 Jensen 不 等 式 (5.2.9) ‚8 
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ат) > a; @ 
于 是 由 式 中 ,@ , 即 得 
> [I a; aj = > TH (аре ЇЇ (ÈX 4) 


i=} j=l i=] j= 


故 式 (5.2.17) 成 立 . 
2° ща + Фаз = r<1 В, (1-5) +оо + +a, l, 
ф1-720, а; >0(1<у«т), ЮНЕ 5.2.10, Ж 


> П ао a L > D > an)” (X an) „ 
0006 2.18). 
%В = 一 -g= Q<; <m), MJ 8;>20(1<у<љт), B. 
Ptt >L TE 1,9 
D (ehsan аата 


Вр > а > (ane аш, “(аа)” m° (Dam) 
由 此 即 可 扒 得 式 (5.2.19) 
4 фу З" 的 证 明 ,并 利用 2 即 可 证 得 式 (5.2.20). 
S Њар + + a, = r 则 (1 一 r)+alt+…+ a 二 1, 其 中 
1-r>0,a, <0(1<;<xmn),W B 3°,Ж 
> lla nam ( > 1)!-"( > aj) > аы) 
由 此 即 得 式 (5. 2.21). D 
在 定理 5.2.11 中 ,把 аа ,再 把 二 换 成 mi ЛВ 
推论 1 Baja € R,i=1,-*,n;ij=1,",m ,Щ 
151 


. 1 1 
r Ҹа; 20,а; >0(1<;<п,1<у<т), B. ++ 21 
时 ,有 


m m 


> Ц ау П ( Уа} AK (5.2.17) 
2° 3200 7900 1 <m) Lt к= 
二 1 时 ,有 
уз П аа ЦО а) (5.2.18) 
i=l j=l i=l 


3° азба эуез. ren <0, AL teb к<1 时 ， 


m 


# 
П а> П (27а) (5.2.19) 
i=1 j=l j=l i=] 
4 ща >0,a1>0,02 ran <0, BE tt = r< 时 ， 
有 


n m m 


ajn [| (>, а) (5.2.20) 
i=l j=l ј=1 i=l 


5 ща, >0,0 <0,(1<i<n ,1<j<m), 且 十 ra A, 
l 
时 ,有 


н т m 


ajn! Ц ( D a; “ya (5,2.217 
i=l j=1 i= 


在 推论 1 中 , 令 m= 2 时 ,有 如 下 : 
推论 2 设 aj,b;ER,i=1,…,n,p,g€R, 则 


г aob20 ilma 20,9>0, Bp t> 时 ,有 


Sas < < (Par ) 056)" (5.2.22) 
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2 щаз, b>0i=1, p>0,9>0, EF + = r 志 1 时 ， 


1 
q 


Dab < п (Par) (Уве) (5.2.23) 


і= | і= 1 і= 
3° а,Ь >0,i=1, n, pa<0, 有 二 + L< 时 ,有 


Slat: > (Уа?) (Ува) (5.2.24) 
i=l i=l 


izl 
4 Hab >0,i=1, =n, pg<0, BF +E =r21 时 ,有 
н n 1 n 
Dabi 2 (D aP PA bay (5.2.25) 
i ET izl 


i=] 


5 Hab >0,i=1, =n, p<0,g<0, E5 +=, 


n n 1 л 1 
Хаф, 2 n (Dap) (Doa) (5.2.26) 
i=l ET i=] 
在 推论 2 之 1 中 , 令 p=q4=2, ШЕТ E F. # 
(Cauchy-Schwarz) 不 等 式 ， 
推论 3 设 а;,0,20,1=1--:п, WE 


(Dab < (21a2)( 51 52) (5.2.27) 
i=l | i=l i=l ! 
在 定理 5.2.11 中 , 令 m=1, 可 得 
推论 4 设 a,ER,i=1,…,n,aER, 则 
1° 当 aj; 守 0,i=1,…,n,a 之 1 时 ,有 
nl У) а) У) a Da) (5.2.28) 
i=1 


i=l i=| 
2 Ща,20,:=1,--:,п,0<а<1 时 ,有 


n 


( > а) Ў) ап“ > аг)" (5.2.29) 


i=] 
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3° ща, >0,:=1,:-,п,а<0 时 ,有 


> as ne( > а)“ (5.2.30) 

证 在 定理 5.2. 11 的 1°,2°, 5° ФАА т, Вр Я = 
(5.2.28) 5 (5.2.29) 的 右边 不 等 式 及 式 (5.2.30) 成 立 . 为 证 式 
(5.2.28) 与 (5.2.29) 的 左边 不 等 式 , 只 须 在 已 证 的 右边 不 等 式 中 


令 代 换 B= 十 即 可 证 得 . 0 


注 式 (5.2.28) 的 右 端 不 等 式 与 式 (5.2.29) 的 左 端 不 等 式 也 
就 是 琴 生 不 等 式 (5.2.9) 与 (5.2.10). 

在 定理 5.2.11 FS n=2, 并 取 a= = a, =a, 则 可 得 

推论 5 а,,6,20,1<у<әт,а>0, 0 


1° Kasti, 8 

m 

СП atoa Па) +0 ь)° (5.2.28) 

j=! j=1 j=! 

2° эң 0<а в, 
ni 
СШ Cato 22" E а)°+( Ñ 6,)°] 
j=l j=l ј=1 ñ 


(5.2.29y 
赫 尔 德 ( Harder) 不 等 式 亦 可 推广 为 ; 
ERs. 2.12 ET а; >0, ISi Sa, ISjSm, 则 
1° yi 二 时 ， 有 
M от 1 m n a. 1 
(Š Ita H (23) (5.2.31) 
уу! 1-1 i 
2 s t ima aS OA 
п т 1 WI mo у 
(2 Па)" *[]](>)а0)5 5.2.32) 
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证 tml... l 51 有 t" + — 21, WER 
Ql m 


а т r 


(5.2.17) 中 把 ai; 换 成 a5 ,有 
> Д а Ц pry 


i=} j=l j=l 
由 此 即 知 式 (5.2.31) 成 立 . 
2° 由 (5.2.18) 同 理 可 证 . 0 
Ж 在 式 (5.2.31) 中 令 r=1, 即 得 式 (5.2.17) ,在 式 
(5.2.32) 中 令 r=1, 即 得 式 (5.2.,18) . 故 , 前 者 是 后 者 的 推广 . 
定理 5.2.13 8 а, 220,а, >20,1<5<әт,1<е<А,1<2< 
р.а: + +ар= а, 


1° 4022186,6 
> У) Й =, < Ц (> > а)“ (5.2.33) 


s=} r=} ¿=l 


2° 当 0< wx 委 1 时 ,有 


> > I а (тр)! gi ( > > a) (5.2.34) 


з=! r=! ¿= 


定理 5.2. 14 设 a, 20,а,, 50.1; < r< < < 


PE D IÜ =a, 则 


r=} (= 上 


1° 40221 时 ,有 
УП Йа < <T (È en)" (5.2.35) 


s=l r=l z=] t= =1 


2 当 0< < 委 1 时 ,有 


Уа < (Ж) (5.2.36) 


s=| r=l =| r=] 上 = 


定理 5.2.13 与 定理 5.2.14 可 由 定理 5.2.11 容易 推 得 . 
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五 .闵可夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 


定理 5.2.15 #8 а; 20,1<і<әт,1<)у<п,рЄ К, 
r 34 221 时 ,有 


[Sa P< (а) 52.3) 


i=l j= j=1 i=] 


2° 34 0Z p<1 E, 有 


[ш> > (So) (5.2.38) 


证 因为 
> ( а;)'= 2) ал( aj)? 1 
і=1 jE i=1 j=l 
+ > an( >) aj) lt 
iz] j=l 
+ > а„( > aj)’ @ 
= Н! 


而 由 Holder 不 等 式 (5.2.14) ,有 


т 


У (5а) "< < (24) (Za) и" Jr 


i= j=1 


*..... 


Re) < (Pe) (Da) р 


i= =1 


(其 中 t 1-1) 将 上 个 不 等 式 相 加 ,并 由 式 @, 则 得 
Se 00700 р. (а) 


i=l j=l 


tampak [ (Bapt нева - 5-1, 


得 式 (5.2.37)， 
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类 似 地 可 证 式 (5.2.38). 0 
六 、 康 托 洛 维 育 (Kantorovic) 不 等 式 


定理 5.2.16 设 @>0(1<i<n) 且 > а =1, X 0< 
АА, Л 
Ул < t А„)* 
( > aa 2) А, “ус < a (5.2.39) 
证 对 于 二 次 函数 F(z)=A4z2-2Br+C(A>0), 若 有 
f(z0) 志 0, 则 函数 所 对 应 的 抛物 线 与 > 轴 必 有 交点 ,也 就 是 В? 一 
AC 之 0, 现 考虑 二 次 函数 
х)= с Ог. 924, Э 


QÀ n 
Ж zo=v A414,, 代 人 A(z), 经 计算 可 得 
a-i -一 К 
па) Ў а атара) 
1=2 г | 
XAK а;>0,А,>0,Җ А;2А;,А,«А,,і=1,2,-', п, 
а; UTADA A р-р) | 
于 是 ALzo) 和 0, 从 而 式 (5.2.39) 成 立 . 0 
定理 5.2.17 W0< > Ka; KM, 0< mb; SKM, i=l, 
“n,a >0, 


(DD a) 
сцену, (ИМЕ ТЇ >) ар) (5.2.40) 
证 因为 
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...... 


б„? M; а, M. 
上 > 个 不 等 式 相 加 ,得 
н а? m 2 b;2 m 5 
> | 2 ha: 
mi 162 M2Jla2 Mı? 
由 此 即 可 导出 式 (5.2.40). | n 


Ж 不 等 式 (5.2.40) 称 为 Po lya-Szeqo 不 等 式 . 
Б.Ю Ж (Чебыщев) 6 


定理 5.2.18 É CI 之 … 之 ai 3 bieb, , 则 


( у) a;)( > b;)<n У) аф; (5.2.41) 
i=| 


i=l 


i=1 
证 因为 


n > аф; 一 2 a; b; = У (аф; ~ aj) 


=1 i=l i=} jsl 


=} >) У) (а + ajb; — ab; аб) 
_1 


¿=Í j=! 


2 > > (ai~ а;) (5: — b,)220 


=1 
由 此 即 知 式 (5. 2. ADRY. 
定理 5.2.19 it aj >0,i=1 
аре Fay Sj Sm), M 


D 
rn, JEL n, m, H a> 


3 m 


П > ауп" У) a; (5.2.42) 


j=1 ist і=1 jsi 
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证 对 т 采用 归纳 法 . 
ЖШ = 2 时 ,由 定理 5.2.18, 即 知 结论 成 立 . ЯВЖ 
(5.2.42) mz 一 1 成立， 则 对 m, 有 


ll ш aj=( iÈ er aij) ( > а) 
n” 2 ( > H a; )( > аһ) 


i=] j=l 


n 
«п” 72.4 > ( H lij) aim 


i=l j=l 


Ld ” 
=n" 12 ] а; 
i=l j=l 


这 就 用 数学 归纳 法 证 明了 不 等 式 (5.2.42) 成 立 . 0 
注 不 等 式 (5.2.42) 是 切 比 雷 夫 不 等 式 (5.2.41) 的 推广 . 


八 、 需 平均 不 等 式 


n 


1 
命题 5.2.2 B a20, i=1, n, f(z)= (27а), 则 
i=] 


1 f(z) 是 (0,+ co) БЖ Ж; 

" |1 
2 lim rz)= Ц)", (5.2.43) 
3° lm / (>) = max {а;}. (5.2.44) 


证 1 首先 考察 函数 g(t) = пг, (0,+ оо). 由 lim g(z) 
=0, 故 补充 定义 g(0)=0, 则 g(z) 在 [0, + 0) 上 连续 . 因 g”(1)= 
ESO(E(O, + оо)), а (е) 10, + оо) F 8 F n ЖК, тй 
数 的 琴 生 不 等 式 (5.1.3) 可 得 


(> шш H< È ninr @ 
i=l 


i=] i=l 
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容易 算得 
fa LELI E amat- С ащ У ар) © 


n ` 
=! 
2 аў | 
i=1 


ТЕ Or z, = az, MARD ORMA Г (х):>0,К f(x) 
在 (0, + ce) 上 单调 递增 . 

2° Ща 全 为 零 时 , 式 (5.2.43) 显 然 成 立 , 故 不 妨 设 а, 不 全 为 
零 ,因为 


Ina — Inn 
Jim In f( Tt ) = Лт, — @ 
ма: З А(1<Ь<п- 1) 038, lim (In > а? — Inn ) 为 
=+ i=l 
一 负数 , 从 而 有 limInf (z) = - co, 于 是 lim f (z) = 0 = 


С 6i)*, 即 式 (5.2.43) 成 立 ; 当 а, >0(1<;<n)8 AROR 
洛 必 达 法 则 ,有 


lim lnf(x)= lim ( > а?) > ařina;) 
1 у) Ina; -m(]la,)' 


n i=l 
Ж а/с) = (а). 


3” 当 诸 a 全 为 零 时 , 式 (5.2.44) 显 然 成 立 , 当 诸 w 不 全 为 零 
Еў, 不 妨 设 тах Í a; |= а, Вж a; PA k(1<;<+n)+ ÉF a, Il] 


1а 
lim Inf(z) = lim In (Уа) 一 lim шл 
т + оо j=l д» + 00 
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нке 


= lim Ina, [1+ 09): | 
д” + оо i=? а1 


1 
= lim lna; + lim ш [1 + уа» | 
д9 + о г + оо ;21 
= ња +140 = lna; 
故 lim f(z)=aí= max la;]. D 
由 命题 5.2.2 可 得 如 下 宕 平均 不 等 式 . 
定理 5,2,20 B a20, i=l p,n, kEN, А 


k, Ë 
а + ға 
тіп la; Jaar a e ey 


[Басар 


п H 
pa Jai + жакс. 
71 
«тах {oil (5.2.45) 
九 、 微 微 对 偶 不 等 式 


定义 5.2,1 W A=(a;)€ RX” Ж a; 之 0, 且 每 行 元素 
都 是 升序 的 : 
Oscars Sar, 
О<ау<:-«аз„ 
О<а с аы 
ДРЕ Е A 为 同 序 矩阵 . 若 矩 阵 A 的 元 素 全 由 A 的 元 素 组 成 , 且 
元 素 所 在 的 行 数 不 变 , 只 是 大 小 顺序 不 一 定 都 是 升序 的 , 即 式 
(5.2.46) 不 全 成 立 , 则 称 A A 的 乱 序 矩 阵 ; 若 A 经 过 交换 列 的 
初等 变换 可 化 为 同 序 和 矩阵 , 则 称 A УГЕ ЕВЕ; АС 2", 
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(5.2.46) 


B A 的 第 一 行 元 素 是 升 ( 降 ) 序 的 ,而 第 二 行 元 素 是 降 ( 升 ) 序 的 
则 称 A 为 全 反 序 拭 阵 ; 若 ACR”, B A 可 通过 列 交换 的 初等 
变换 可 化 为 全 反 序 矩阵 , 则 称 A 为 可 全 反 序 矩阵 . 

定义 5.2.2 设 A=(oj)EQrxm, 记 


T(A)= ñ š ау 


则 分 别称 S(A)5 T(A ) 为 矩阵 А 的 列 积 和 与 列 和 积 . 
微微 对 偶 不 等 式 是 指 如 下 定理 ， SA ABAE T 1980 
年 提出 . 


定理 5.2.21 设 A= (а) ЕВ a; >0, i= 
l, n,j=1, m. A =(a;)Ë A 的 乱 序 矩阵 , 则 


S(A')<S(A) (5.2.47) 
T(A') 宇 T(A) (5.2.48) 
Bp > ll a< > TI a, (5.2.47) 


П > Уа а> ll > aj (5:2.48)' 


证 ГААРА ЖА 的 可 同 序 和 矩阵, 则 显然 式 (5.2.47) 
与 (5.4.48) 取 等 号 成 立 ， 

2 若 4 不 是 A 的 可 同 序 矩阵 , 则 可 不 妨 设 A“ 中 存在 两 列 i,j 
(i<j) StS), {Н 


иаш, Ф 
ама, k=t, tti п D 

则 A 可 经 过 改造 把 A 变化 为 A” = (a;), 满足- 
аы= аы <a = ay, k= 1,: © 
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其 余 a, = ay @ 
现在 令 

a= ааз сау, b= aq ID ayi 

с=акй +з Ami ‚ а= а 1 42 a 
则 由 式 @,@,@,@, 知 有 

a>b,c<4d. 
从 而 
S(A”)- S(A')=(ad +bc)- (ас + bd) 
| = (а - Б) (а – с)20 

Rp S(A)<S(A” 


r=autajt''taj,y=satayvaj | | 
а= адаа" + аш, = ау.) +а+у% + ai; 
则 由 式 中 ,四 NO ROF] 
х>у, 2и. 
从 而 
T(A)-T(A ) 


| =[(ztrw)(yt+z)— (r+z)(yt+w)] 111 ( > а.) 


ЕА 
=(z+y)(z-uw) [I (2) а)<0 

= 1 k=! 

i rj 


故 Т(А')>Т(А”). 
ШЖ A“ 仍 是 乱 序 矩阵 ,可 继续 按 上 述 方法 改造 A”,… ,经 过 
有 限 次 (p 次 ), 必 可 把 A “改造 到 同 序 矩 阵 A ,得 
5$(А”)<5(А”)<-+<5(А'”))=5(А) 
Т(А”)>Т(А”)>;>Т(А'?)у= T(A) 
综合 1 ,2 即 知 命题 成 立 ， 0 
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95.3 OARE 3 AF48 65 + 4р < 


ЖЕНЕ ЕНА 0, B + ж E Ң Ж 
PUTERE BE PJ ЗЕЕ Ë J A S K, ЭЕ, RITES AARRE K YE 
质 . 

由 定理 4.1.14 知 , 若 AE SC, (Q), А20, WJ 1 СОЄ 
Uz" ,使 

А = О* бав(д,(А)--:,А,(А))0 (5.3.1) 
其 中 A í22-:-2Z21,20 E: A 的 2 个 特征 值 . 分 解 式 (5.3.1) 称 为 A 
的 谱 分 解 式 

EX 5.3.1 ЖАЄ SC,(Q),A20,a € R* (或 A>0， 
aC R),A 的 谱 分 解 式 为 式 (5.3.1), 则 称 和 矩阵 U* diag(A1*,…， 
XA")UU 为 矩阵 A 的 a 次 方 , 记 为 A*, 即 有 

A“=U"”diag(A(A),…, A (A)U (5.3.2) 

为 了 说 明定 义 5.1.1 的 合理 性 ,我 们 还 需 证 明 ,对 A € 
5С,(9),А20,аЄЕ* (或 A>0,aE€ER), 上 述 定义 的 a 次 方 A* 
是 唯一 确定 的 . 

为 简单 计 , 我 们 把 4.(A) 简 记 为 4%,(; = 1,…, nn), 现 假设 还 存 
在 U1E Ur** ,也 使 得 

A= U1" diag(A1, sAn) Л 
则 由 上 式 与 式 (5.3.1), 并 注意 到 U* =U, WA 
7, diag(à +, A„)U = U* diag( A, ,AU 
ВШ аав(А, -"*,А,) U UT! = U, U 'diag( Aj, sAn) 
$ UU =P=(2), 比 较 上 式 两 端 ,得 
PAi = Pij p €e Qi, 1," n 
32 PL. H Es p; А;) =0, р; = 0, ТП руд“ 
164 


= рда, ЩА, = А, Н, BAR pAr = руде, BEE 
Ффар(А 1“, А” ШЫ! = U U diag(X1”,*, A.) 
从 而 有 
17, diag(h14 xz)D = U* diag(A 0Az) 0 
这 就 证 明了 上 述 定 义 与 U 的 选择 无 关 , 并 且 是 具有 确定 意义 
的 ,而 且 不 难 验证 ,对 AE SC,(Q), 当 A 之 0,a = 二 n(n 为 正 整 数 ) 
时 ,上 述 定义 的 A* = A" 就 是 通常 意义 下 的 半 正 定 和 矩阵 A 的 ”次 
方 ; 当 = 二 时 ,A = A /有 就 是 通常 意 义 下 的 半 正定 矩阵 4 的 
n 次 方 根 ; 当 A >0,a= -1 时 ,上 述 定义 的 As =A REEE 
阵 A ЕЕ. 
由 定义 5.3.1 可 得 如 下 
命题 5.3.1 设 AESC(Q) 
r #A2>0,a€ R* , 则 А“Є SC2(Q); 
2 车 A >0,aER, 则 А“Є SC>(Q), 特 别 有 
A-!IE€ SC2(Q); 
3 ЖА20,аЄК*, В А(А)22--.,2А,(А)220 8, 
А,(А%) = АА), 5=1,°,А; 
4 FAD), А, (А)2---224,(А)>0, У а20 i, A 
А,(А%) = А(А), ғ=1,---, п; 
5 ЖА20,а,ВЄК*,(% A>0,a, ЄР), W 
(Ат)? = A? , AAF = Arh, 
6 若 4>>0,/(z) 是 实 系数 多 项 式 , 则 (AESC (Q), B 
A. (/(A))= f(A),s =1,,n. 
定义 5.3,2 设 AESC,(Q), 记 
а* Да 


* , 
а a 


pala)= 0ZaÍ EQ”! (5.3.3) 
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它 是 Q"\ 10181 R 的 映射 ,叫做 A 的 Rayleigh Е. 
定理 5.3.1 Ü AESC,(Q), A> à, 是 A 的 特征 值 , 则 


А, «фл(а)<А, VOA € Q"! (5.3.4) 
А = тахфа(а), А, = minga (a) (5.3.5) 


证 由 AESC,(Q) 及 定理 4.1.14 知 ,存在 UEU"**, 使 
U* АО = diag(A1,…, A.) 
设 U=(a t, un) АН U MTAA, U о Еи, е, ttn 
右 线性 无 关 ,于 是 对 于 052 = (t1, n) EQ", A а= ur 
О, Жал, ЄР, 


а^ Аа = х * фар(д,'",А,) х= У) 人 五 zt 
1=1 


x а“а=т'х= У z=,>0 
t=} 
KA 
` Ал. 
_А*Аа_ 24 ыи 
фАКа)= А * = n тт 
Ўта, 
注意 到 1 <А, «<А, H EA 
А, Spala) SÀ 


Ха а = ul; 则 ga(un) = А, Аг = minga (a). 


同 理 取 c = <, , 则 PAC ш) = А, А „= minga (а ) 0 
ЕШ 5.3.2 B ACSC (Q), U> à, Ж А 的 特征 值 ,车 
5=1515 ЖО" 的 子 空 间 ,dimS = 1}, T = [T| T E Q" HFS 

E dimT=n 一 ++1),1 志 1 志 n, 则 
À; = тах! minga (a)}, =], e,n (5.3.6) 
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且 А = тірі maxpa(a)},t=1, n (5.3.7) 


证 因 AESC:Q), 则 存在 UEU” ,使 
U* AU = diag(41,.* ,A,) 

令 U= (a1, san), U1 = (аа, -4), U2= (ats as), 
H| Q”=R,(UL)ÐR, (U), (R: CD) 表示 由 U, 的 列 向 量 所 生成 
HT ZE), R SEO 的 任意 上 维 子 空间 , 则 dims > 
dimR,( U1), 从 而 由 文献 [1]284 页 定理 6 知 dim( SNR, (U,))> 
1, 因 此 ,有 0 关 ao€E SN R,(U,), 且 可 设 co= ОВ, Ж 05467 = 
(biss bn) bn Є9,:<т<п. ВЕЖ An ER, 并 注意 到 它 
们 的 大 小 顺序 , 则 有 


п п 
> À „Ё „бт А, > b,,b,, 
т=1 m= t 


ФА ( ао) = n < п = = А, 
ЭУ Уђ,Ь,, 


m= t m=t 


тіпа (a )<A, ,其 中 SES, 即 S ÉE Q' 中 的 任意 + 维 子 空间 ， 
又 取 О" KETEN SoS <an a >, pala) =A BERF 
HE у= (al,…,a,)6E€ So, 其 中 05656 Q ,如 前 推导 有 ,qa (7) 
之 入 , 故 А = min pala), PW À, = max{ min gA (a )]. 
最 后 设 B = ~ A, B BREED pen WAR А, = 
一 pnt+it+1s 于 是 由 上 面 结果 , 得 
À, = — ра-+1= ~ mak[ min ga (a )] 


< = ma¥l min ( — фА(а))| 


= ак mapala) 


S pipl masqa (а)! 0 


ЖЕ 5.3.3 B МЄ6С,(0), А ЖМ 的 任 一 m( 志 n) 阶 主 
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子 阵 , 它 们 的 特征 值 分 别 为 An a E Un M 
A tF l,m (5.3.8) 
特别 地 , 当 m= n 一 1 时 ,它们 交错 排列 为 | 
Ми >®А›>®и› > Àn -12 Un 12А, (5.3.9) 
证 首先 ,显然 有 置换 矩阵 PP, 使 A 位 于 P* MP 的 左上 角 ， 
而 P* MP 与 M 有 相同 的 特征 值 (因为 置换 矩阵 PE U”, ih 
定理 4.3.9 知 两 相似 变换 不 改变 自 共 斩 的 特征 值 ) , 故 可 不 妨 设 


Ж 
全 w= 1(8) |ва" сс 
因为 
(8* ,0) A B\/B | 
的 


= pa(B), V 0Z#8€ Q” 
记 S=[SCQ'|dimS=;],Š = [TC Q”|dimT=;] 
则 由 定理 5.3.2, 即 得 


À, =max| min gn (а)] 


> ; = 
>max| min pa (8)1= u, 


Ar + (a=) = тірі min g,(a)] 


<minl max a (8)] = u, Ë 


ЖЖ (5.3.8) (5.3.9) H ESE ЕНЕ Ë 9 ЗЕ ЕД sË 
或 Poincare 特征 值 分 离 定理 . 
定理 5.3.4 设 A=(a;)€ SC,(Q) 的 特征 值 eA 
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пэ 


则 


Aas 2А, ,5=1;:, п (5.3.10) 
证 因为 was. 是 A 的 一 阶 主子 阵 , 故 在 式 (5.3.8) 中 令 m=i, 
即 得 式 (5.3.10). 0 


ЖТА BE: МЕА, АР а: 
定理 5.3.5 设 A,BE SC,(Q), 则 
АСА) +А,(В)<А,(А + B) 
<А,(А)+А,(В),г=1,--, п (5.3.11) 
证 对 任意 0 和 关 cEQ" ,有 | 
Раба) + тіпв(а)«фа+в(а)<Фа(а) + тахфв(а) 
于 是 由 式 (5.3.5), 有 
фал(х) + А,(В)«оа+в(а)«ефд(а) + А|(В) 
从 而 有 | тір тах pa (а) | +4,(8) 


TET 0#acET 


<р диден +a (e) 


«турі max фа (a)] + А|(В) 


TET OžaET 

因此 由 定理 5.3.2, 即 式 (5.3.6) 即 知 式 (5.3.11) 成 立 . D 

定理 5.3.6 W ACSC,(Q),U,C U"”*(BI U, * U, = 1,), 
k&n, АСА) 2-24, (A), A (UAU) > 21 (U, * AU,), 
则 

A,(A)2A,(U,*AU,)22,- ,  (A),1<: < (5.3.12) 

证 由 命题 4.2.3 知 可 将 U, PAH U= (U, Un) € 
Uw". ЖА, (А) = А,(0* AU), B U,* AU, 为 U AU ЕЁ 
顺序 主子 阵 , 故 由 定理 4.3.9 及 式 (5.3.8), 有 

À, (A)=2,- | U*AU) 

<A,(UZAU,)<A,(U* AU) 
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=A (A), Itn 
即 (5.3.12) 式 成 立 . n! 
命题 5.3.2 W AC SC,(Q),U€C Ut*" 


1° max tr( UAU* ) = > А,(А),Е=1,° (5.3.13) 
uu“ 


=, 


2° min tr(UAU* ) = У An-ti (A), k=1, e,n (5.3.14) 
* s=1 


UU =L 


证 由 命题 4.2.3 知 ,对 于 满足 UU = I, UEU", É 
存在 VE "0%", 0= [jev*", 因 为 
TTATTX _ U * Ге 
ПАП (Асо ‚У ›=( 
由 定理 4.1.17 9 
А,(ОАО*)=А,(А),5=1,:-, п 


注意 到 UAU 是 ŬAŬ * 的 主子 阵 , 则 由 定理 5.2.3 知 
AUAU* )A( OAD ),s =1,..…,k 


ОАС" ПАУ) 
VAU* УАУ“ 


因此 t(UAU*)= > A/((UAU*)< У) А,(А),1<а<и Ф 
s=1 s=} 
其 次 ,对 AE SC,(Q), 由 定理 4.1.14 知 ,存在 TE "х", 
ТАТ * =diag(A (A). 1, (A)) 
_ Т, Xn 
令 r= [z] neu , 
则 有 
TIATL* = бїаар(А((А), ... ‚А„(А)), Н. T T i` = L, 
此 时 有 tr(TIATi“ )= > à (A) 


由 此 即 知 式 中 中 等 号 成 立 ， 从 而 即 知 式 (5. 3.13) 成 立 . 
同 理 可 证 式 (5.3.14). 0 
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定理 5.3.7 ЙА,ВЄ5С„(О),Ш 
max| DACA) + 2... B)], Dasa) +А(В)1| 


< (я +в)< Y AHAB) Zh 


(5.3.15) 
H k= xn 时 等 号 成 立 . 
证 我 们 有 
max x АСПА" )]+ min [e(UBU*)|] , 
uu" =h 
= max АДА )+ min (tr(UBU*)) 
uu* 


L 


< max TaCUAU: ) + uC UBU" )] 


=h 


= max [trrU(A +В)" | 
UU =1, 


=max[trUAU* | + max{trUAU * | 
从 而 由 命 超 5.3.2 即 得 


> Às (A)+ > Àn- s+1(B) 


A 


同 理 可 证 


故 式 (5.3.14) 成 立 . 
k k= n 时 ,有 


k 
>, [A (A) +А„-,+1(В)]= (А + B) 
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=trA +trB= Уу AA)+ > МВ) 0 


Ж 5.3.8 БА, B SC,(Q), 则 
1 HRE ISJ ,kn, 且 j 了 + 之 n+1 É j fi k HA 


Mri-n(A+B)EA(A)+A(B) (5.3.16) 
2 WEIS, Sn B;+kE<n+1 É) j Ж 8 
Aj z КА + В) >А,(А) + AMB) (5.3.17) 


证 上 采用 数学 归纳 法 ,由 定理 4.1.17 知 ,对 任意 UE 
U"** 和 GE SC,(Q),# 
A(UGU*)=A/(G) (k=1,.,n) 
因此 在 式 (5.3.16) 中 我 们 可 设 
А = Л, = diag(A1(A),…2,(A)) 
Мп =1 时 式 (5.3.16) 显 然 成 立 ,假设 对 n 一 1, 式 (5.3.16) 


В, - 
令 в=| „| бєк), б,=А+В 
С„-1 a 
j = 
则 С, | а* А„СА) + Б 
其 中 C,- = В+ A, -1 


Ei max{j,k] = n È min{j, k} = 1 时 ,由 式 (5.3.9) 可 知 式 
(5.3.16). 
3 1<j,k<n 时 ,显然 
Àj = (A+ В)=Ау+(к-1)-(и-1)(А +В) 
因为 1&j+ (6-1) - (п - 10) <, AR (5.3.9) 0I Ri, TT 
得 
Ajet- a-n lA + В)<А жр (а) (С, -1) 
<А; (А, 1) + Ar- (B,- 1) 
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=A(A)+A 1(B,-1) 

由 定理 5.3.3 知 和 -TB ),<A, (B) 
故 Аъ) - 6 - 00А + В)<А (А) +А,(В) 
即 À (A+ В)<А (А) +А(В) 
由 数学 归纳 法 即 知 式 (5.3.16) 成 立 . 

因为 4( 一 A)= 一 4-i11(A)(1<i<n), 用 -A,-B К 
式 (5.3.16) 中 的 A.B 可 知 式 (5.3.17) 成 立 . 0 

ЩА = (а;)Є SC,(Q) 时 ,约定 fo1(A),…,o,(A) 与 和 an， 
…,amj] 为 同一 集合 , 且 a (A)2::-Zo Al) 
A.( 有 A) 为 A 的 特征 值 . 

定理 5.3.9 设 AESC,(Q), 则 


2o (А) > à (A), k=l, (5.3.18) 


>, àn- (A)<S > or1(A) k=l n, 
s=1 y=1 


(5.3.19) 
证 法 1 由 AE SC,(Q) 及 定理 4.1,14 知 ,存在 UEU”, 
使 


А = Udiag(A (A)... A (ADU? © 
В VEU” HV ÆA =(а„)= УАУ Еа, =0,(А) = 
wm(A) 的 置换 阵 , 令 0 = (и) = UV, 则 СЄ", HA 
А = Üdiag( A (A), =A (AD) 7° 


因 > N(ua)= Ў N(ua)=1 © 
s=! t=} 
令 С, = s МС иш) 
s=l 
则 由 式 @ 有 
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于 是 由 式 @, (1.1. 
У 4A)= 


s=1 


M НУ 5 
' 
т H 


"I 


人 
M- 


~ 
" 


故 式 (5.3.18) 成 立 ， 


又 因为 
于 是 由 上 式 及 式 (5. 3. 18), # 


À, (A)N(u,) 


à (AJC, ® 


ТА = D м(А)= D АА) 


> 9,-;+1(А) = кА 一 з в,(А) 


> У) МА)- DA) 
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一 > А,(А) = > À,- +A (A) 
s=l s=l 


故 式 (5.3.19) 成 立 . D 
证 法 2 显然 存在 置换 矩阵 TE U"*" ,使 
a (A) 
TAT* = oa AD * 
` (A) 


因为 AC SC, (Q@), 则 由 定理 4.1.17, 知 
A(A)=24 (TAT*),s=1,.",n @ 


因 У а = trA ,对 任 一 正 整 数 k(< n), ТАТ" А k Й 
序 主子 阵 为 B ,由 定理 5.3.3 REON 


k 


о(А)= (В) = >) А,(В,) 


故 式 (5.3.18) 成 立 . 
而 式 (5.3.19) 的 证 明 同 证 法 一 . n 
FF FE АЕНА, ПАИ ТАА: 
Æ 5.3.10 设 A,BESC>(Q), 则 | 
max | > А,(А)А„-;+1(В), > А„-;+1(А)л,(В) | 


< > А,(АВ)ҳ > ACADA (B);k=1, =n. (5.3.20) 


证 由 定理 4.1.14 知 ,存在 UEU”, {E 
UAU* = діар(А (А), --,4,(А)) 
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І 1 i 
于 是 UA’U* =diag(A (A)... A2(A)) 
y D— *— В, Вз“ — һи x k 
记 B=UBU*=|p p =(b;) Ф BEČ, Ikn, 
3 2 


HEM 4.3.4 REM 4.3.8 HI, B€ SC, (Q),B,€ SC(Q), 则 由 

定理 5.3.3 与 定理 4.1.17, 知 
\,(В,)Ж>А„-,+1(Й)=А„-,+1(В),+=1,,‚Ё 

于 是 由 定理 4.3.6 及 上 式 , 有 


trB = > b = > А,(В,) > У А,-,+1(8) Ф 
又 由 定理 4.3.15 知 ü 

ААВ) = ,(ВА)= 1А ВА?),з=1,-,л о 
注意 到 ABA’ € SC, (Q), 于 是 由 式 四,(5.3.17), 阿 贝尔 变换 ， 
RAO, A 


У A(AB)= X) (ABA) 
5=1 


1 i 
> > s (A BA °) 


з= { 


lI 
iM 
> 
~ 
> 
М.У 
° 
n 


= > [A (A) ~ А,+1(А)] D3 ba +A (CA) Sx bu 


f= 


> ТАКА) -As А) Da (B) 


s=1 


+А(А) 2; Ал-‹+1(В) 


= 之 А„С(А)А„-,+1(В) 
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又 由 式 @ ,A(AB)=A,(BA)(s=1,…,n), 有 


3 А,(АВ)2> > An-s+1(A)A (B) 


故 式 (5.3. 19) 的 左 端 不 等 式 成 立 
再 证 式 (5,3.20) 的 右 端 不 等 式 . 


因为 B, ABA € SC>(Q) , 故 分 别 存在 W, V€ Ur*" ,使 
tpa? toat tat 
WA BA W * =diag(A (A ВА), A (A BA )) 
V* BV =diag(A (B), , àa (B)) 


故 有 
1 + 1 1 
diag(A (A BA `)... A (A BA )) 
= Рйар(А!(В),,А„(В))Р* 
1 
其 中 Р" = (ра) = WA V€ Q", 
令 С, = > N( pa) 


由 定理 5.3.9, 即 式 (5.3.18) 知 ， Ё 1</<k 时 ,有 
> Си = > > > Мр.) > > N(ps) 


t=! t=] 
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, 2 (А), 4 1<I<k ht 

即 >) c< 和 @ 
5! > А.А), М kin 时 

于 是 由 式 @， DREHS. 1.7, 有 


> 1.(AB)= > A (A ВА?) 
= > > РыА,\В)р„ 


= > У) М№(р,)А, (В) 


s=} 1=1 


э k 
= >, М(В) 27 N(p.) 


t=] 


= > y, (B)C,@) 
t=1 


< 2, А(А)А(В)= 27 А(А)А(В) 


故 式 (5,3.20) 的 右边 不 等 式 成 立 . n 
X< >É iF E H t Sa EE АЗЕ #1 НУРЕ 2 Я АО + Ж 

式 .为 此 ,我 们 先 引 入 复 Hermite 半 正 定 和 矩阵 的 乘积 的 特征 值 之 积 

的 不 等 式 , 即 如 下 的 

` 命题 5.3.33] 设 A,BESC>(C), 则 


Ù А, (АВ)< TI А,(А)А,(В),5=1,: 


s=1 
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定理 5.3.11 设 A,BESC>(Q), 则 


П À ( AB)< П A(A)A(B), k=1,.…,n (5.3.21) 


证 由 A,BESC>(Q) 及 定理 4.3.15 知 ,存在 可 逆 阵 PE 
Q" tE 
PABP ' = йав(А, (AB), ,4,(AB)) 
在 上 式 两 端 取 导出 阵 ,由 式 (2.3.15),(2.3.16) ,得 
p(AB) (p)! 
=diag(A1(AB),… ,A (AB), à (АВ), +, 4,(AB)) 
于 是 由 定理 4.3.17, 式 (2.3.15) 及 命题 5.3.3, 有 


k 2k А 26 
(H à (AB)) = Ц А,((АВ)°) = Į А,(АеВ") 


< П л„(А°)л,(В°)= (П э,(А)л,(В))* 
5=1 :=1 
由 此 即 知 式 (5.3.21) 成 立 . 0 
注意 ”由 不 等 式 (5.3.21) 及 定理 $.1.12 也 可 直接 推 得 式 
(5.3.20) 的 右边 不 等 式 . 
Е 5.3.40) i A, BEC” д] 


k k k ` 
П lA.CAB)I< [[ 2, (А8)< I в,(А)в,(В),1<]}#<л 
s=} s=1 з=! 


(5.3.22) 
Е 5.3.5 设 4,BESC>(Q)，,m 为 正 整数 , 则 
k k 
П А"САВ)< JI А,(А"В"), 1а (5.3.23) 


证 先 证 4A,BESC>(C) 的 情形 . 

对 m 采用 第 二 数学 归纳 法 . 设 ;1k 和 nn. 

当 m= 1 时 ,显然 不 等 式 (5.3.23) 取 等 号 成 立 .假定 当 1m 
<р 时 ,不 等 式 (5.2.23) 都 成 立 , 即 
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Ili a” ( AB)< П \„(А"В") (1<т%<р) ®© 


下 面 证 明 ; 当 m= p+1 时 ， 不 等 式 (5. 3.23) 也 成 立 ,分 两 种 情况 
来 讨论 : 

OË p+1=27 时 ,有 1<г<р, МНО АЯБА 
命题 5.3.4, 并 注意 到 A",BrE SC>(C), 于 是 有 


ll att (AB)=[][ MACAB)] 


< a (AB [TI laa f 


ж 


«П a (A'B) | = П с2(А'В") 


= II A ((ArBr)* A'Br)= ll A, (B'A? B") 
= - Ц А,(А?В?) = II А,(А?"1В?*1) 


Gü) # p+1= 2r+1, ш реа, E BABER 
和 命题 5.3.3, 有 


T ААВ) i А, (Ar*1pr+1) 


з=! 


< TI s (BA) a, (АВ) 
于 是 有 


Tl АР+(АВ)= П А,26"+0(АВ)А, (АВ) 
Bi arant 
< || (BA Ja? (A °B “ул, (АВ) 


= П А (A? +! В2'+1у 
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k 
= [| a (AP:1p0t1y (аа) 
综 上 , 当 A,BE SC>(C) 时 ,不 等 式 (5.3.23) 获 证 . 
当 A,BESC>(C) 时 ,任意 e>0, 则 A。=A+tel,,B.=B+ 
el SC>?(C). 于 是 由 刚才 证 明 的 事实 ,有 


£ k 
П А." (AB) S П à, (A'B) © 
s=l 5= 1 
注意 到 lim А, = A, lim B, = 了 ,于 是 在 @ 式 中 , 令 e 0 , 即 得 式 
є—*0 e0 
(5.3.23). n 


ФЕ 5.3.6 设 A,BESC>(C),m HERM 1<]Ё< л, 
则 


k k k 
1° П A (( AB)”: < П à, (A”B” у И АСА" )А,(В") 
з=} s=1 s=1 
(5.3.24) 
k £ $ 
2° > A.(( AB)” )< > à, (A”B” )< > AC A™)A(B”) 
s=] s=l s=1 


(5.3.25) 
证 了 由 A,BESC>(C) 及 定理 4.3.15 HI, 8 WT PE 
С", 
РАВР! = аіар(л,(АВ), ·--А„(АВ)),А,(АВ)220, 1<з5<л 
于 是 由 上 式 及 式 (5.3.23), 有 
k Е: k 
П А,((АВ)") = П А" (АВ) H А,(А”В”),1<Ь<л 


Ф 
又 由 A”,B”E SC 了 (C) 及 文献 [4]62 页 定理 5, 知 


k Н 
П A ,( A”B” )< П А,(А”)А, (В"), 2 =], ‚л @) 
s=1 s=1 
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故 由 式 @ ,@ 四 即 知 式 ($.3.24) 成 立 . 
2' 由 式 (5.3,24) 及 定理 5.1.12 即 知 式 (5.3.25) 成 立 . D 
EH 5.3.12 设 4,BESC>(Q),m 为 正 整 数 , 则 (AB)”， 
A”B” 都 是 中 心 封闭 阵 , 且 都 相似 于 非 负 实 对 角 阵 , 并 有 


k k k 
У) А,((АВ)”)< У) А,(А"В")< >, a” (AJA? (В) «еа 
х= 1 s=! s=1 


(5.3.26) 
证 НА, ВЄ5С2(0) ЖЕ 5.3.1 М, А", В" € 
5С? (О),Н. 
А,(А") = 2," (А), А,(В") = А,"(В),1<5<п 
HEM 4.3.15 Я, AB 也 是 中 心 封闭 阵 , ВЕЕТ P E 
Q" ,使 
Р,АВР; !=diag(A (АВ), =, A (AB)) 
于 是 有 
Pi(AB)”P !=diag(A (AB), à„”(AB)). Ф 
可 见 (AB)” 也 是 中 心 封闭 阵 , 且 
А,(САВ)”) =A” (AB)20,1<s<n 
又 4”B” 也 是 中 心 封闭 阵 , 则 存在 可 道 阵 P.C Qn” ,使 
Р,А"В"Р! = diag( AI(A“B”) +, A„(A”B” )) @ 
对 式 中 ,@ 两 端 取 导 出 阵 , 得 
Pie ((AB})”) (P)! 
= diasg(A1( AB)” ) "-',А4,((АВ)”), A ((AB)”), =, A, ((AB)”) © 
Р,°(А”В" )°(Р,°) 1 
= бар(дСА"В"), д, (A"B”) „A (A”B”) , += ,A„(A”B”)) Ф 


这 样 , 由 式 回 ,@,(2.3.14),(2.3.15) 及 (5.3.25) ,有 
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2k 
2 Уу э,(АВ)”)= Ў 2,(((AB)”)) 


= 2 „(((АВ)")”) 


sal 


= $ a (AB) 


s= 
2 


< У) А,((А°)”(В")") 


s=1 
2k 


= Ў) (A) (В")) 


s=} 
2k 


= > А,(СА”В” 32) 


s=1 


2k 
= Уу А((А”)°(В")°) 


2k 
= >) А((А®”(В°)”) 


к= 


2Ё 


< >, А,((А°)”)л,((В°)”) 


= 1 


= 2) А((А”)°)лА,((В”)°) 


k 
=2 5 А,(А”)А, СВ”) 
s=1 


由 此 即 知 , 式 (5.3.26) 成 立 . n 
定理 5.3,13 É ACSC,(Q), PC С^ "(Е<я), А 


>) А„-,+1(А)А,(РР* )<tr(PAP*)< У) А,(А)А,(РР") 
5=1 s=] 


(5.3.27) 
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证 因为 AESC,(Q), 则 由 定理 4.1.14 知 ,A 可 分 解 为 

A= UDU*,UC€ U"*”,D=diag(àA,(A), A ,(A)) 
іё М=РО=(т;)Є9*",В= (Ь,)= MM ` Є, 
则 

B=PUU*P* =PP*, 

从 而 А,(В)=А,(РР"), 5 =1,- E.B ЕРА, А,(В)=0, 
іа 101(В), ---,2,08)1= bn," ba | B 6/(B)>---28,(B). F 
是 有 


L an 
tr(PAP* )=tr(MDM* ) = È > m,À,( A)mi, 


t=] s=! 


7 - > А; рә ‚ те, 


= 5) A, (A)b. @ 
由 命题 5.1.4, 有 


Ум (ADAD È (А) 


>, АСА)8,(В) © 
由 定理 5.3.9 知 


У) асв) È Ав) © 
从 而 由 式 @ 及 定理 5.1.5, 有 
>} AADIL У) А„(А)А(В) 
= 2 ,(A)2,(B) 
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= >, А,(А)А,(РР") 由 


由 式 中 ,名 ,@ 即 知 式 (5.3.27) 的 右边 不 等 式 成 立 . 
又 


> Àn-s+1 (AJA (PP*)= > А,-:+1(А)А,(В) 
= > А,-:+1(А)А,(В) 
s=] 


= > А-;+1(А)8,(В) © 


з= 1 
HKG ЖОВ Я (5.3.2) 007 SRR. 0 
Ж 5.3.14 Ж AESC, (Q), PEQ"””, MU 


k k 
> А„-;+1(РАР* )< >, X(A)2,(PP'),1<k<çn 
s=1 5= 1 
(5.3.28) 
k k 
У) А„-;+1(А)А,(РР* )< У) А,(РАР*),1<Аа 
з= | s=} 


(5.3.29) 
证 首先 由 定理 4.2.7 知 ,存在 U,VE U"*", 使 

P= Udiag(o (P), , o, (P)) У 
其 中 o(P)> 20, PH P 的 n 个 奇异 值 . 
令 В= (05) = УАУ*, BE SC,(Q) 
#4 X=U*(PAP*)UC SC, (Q) 中 
则 X =diagloi (P), ,0,(P))Bdiagloi(P), =, 0, (P)) 

= (о,(Р)бБв,\Р))=(х„) 

于 是 ò (X)=8 (Be? (P),s=1,=,n @ 
(其 中 符号 SA), Š (A)OR 561(A) 之 … 之 5, (A ) 的 乱 序 排 
列 ). 
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又 因为 对 任意 的 VEU” IHLE AE SC,(Q),# 
tr(A)= > a (A)= > s (A) = > A (A) 


А,(А)=ЛА,(УМАУ*),$=1, u,n 
于 是 由 式 @@,@,(5.3.19),(5.1.9),@,(5.1.13), 有 


Ù a- ei (PAP*)= Ў) An- (X) 

<> 8ь-,+1(Х) 
<Б) 

У) д,(В)а,2 (Р) 
8,(В)а,2(Р) 
A (B)a (P) 

= > А,СА)А,СРР* ),1<Ё<п 

同 理 有 


k 


f > А„-‹+1(А)А,(РР*)= > àn-s+1(B)o? (Р) 


k 
< > д, – s (B)o (P) 


<> 8 (B)o, (P) 


= D) A(X) 


s=1 
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< У) a(x) 


= У) А,(РАР*),1<Ё<п 
s=1 
118 5.3.15 Ў А,ВЄ5С2(9), А 
1 当 户 >1， ГИ 有 


$ A (AB)< [> A?) ]? [2 м B)]š 


2 "БЁЛЕ r<1 时 ,有 


Ў саву е LADLE вой 


s=1 


<e [HAN YB)] ,k=1 


(5.3.31) 
证 и. 3.20),($.2.22) 及 命题 5.3.1 之 3", 得 


> \,САВ)< 2 Аб А), (В) 


k 


< (Dua) (27А «ауу 


= (Xa А?) )(2 


A.(A)) 


š 
> i 
_ 


又 由 p>1 Ж, >! 有 g 之 1, 故 由 鞭 生 不 等 式 (5.2.9) 
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(Аа) (A) <[ CA [ (A) ] 


由 此 即 得 式 (5.3.30). 同 理由 式 (5.2.23) 即 可 得 式 (3.3.31). 0 
定理 5.3.16 ЖА BE SC (0), 则 


[li А,СА)А, (В) ] 7 EF1<A (АВ) 


«П элэ, (В)]Кл< <k<n 


(5.3.32) 
证 由 不 等 式 (5.3.21), 有 


k 
[à (AB) < П А (AB)S HA A)à,(B) 


由 此 即 知 (5.3.32) 的 右边 不 等 式 成 立 .“ 
由 A, BESC? (О)Ж Ж 4.3. iaia 1 委 s 委 ”时 ,有 


Àn- КА = $ 
Àn- ‚+1(В^ еи 

э = 1 

Àn- s+ı((AB)7 1) = А,(АВ) 


于 是 由 上 诸 式 及 式 (5.3.21) , 知 


1 天 一 此 十 ] 
[om] aao 
< Ц Аав) D= Т aBa) 
< [] ABDALA) 
= lÍ хо 
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n-k+1 


故 П А,(А)А,(В8)<[А(АВ) "7. 
s=] 


л-Ё+\ Ув] 
即 (АСААВ) SA (AB),1<k<n 
s=] 


这 就 证 明了 不 等 式 (5.3.32) 的 左边 部 分 . 0 

推论 设 A,BE SCF(Q), 则 仍 有 式 (5.3.32) 成 立 

证 ARE Atel 与 B+eI(Ye>0) 分 别 代 兰 A УВ, 
后 令 e->01 即 得 . 0 

注 1 上 述 方 法 常 被 称 为 连续 性 方法 , 它 是 由 正定 矩阵 中 的 
不 等 式 或 等 式 过 渡 到 半 正 定 矩 阵 常 用 的 一 种 方法 . 

2 定理 5.3.16 及 其 推论 给 出 了 两 个 半 正 定 自 共 氢 矩阵 之 
积 的 特征 值 的 较 精 确 的 一 种 估计 . 所 得 结论 当然 姥 实 和 复 ( 半 ) 正 
定 矩 阵 也 是 对 的 . | 

定理 5.3.17 设 4A,BESC>(Q), 则 - 

з А, (AB)=Re(tr(AB) !)< У) [A,(A)2,(B)] 


s=] 


(5.3.33) 
92 А1 (Ауа, В) |" Ў ACAB)=Re(trAB) 


w 


< А,(А)А,(В) (5.3.34) 
s= 


证 由 A,BESC?(Q) 及 定理 4.3.14 HHE A (AB)>0, X 
A '>0,B71>0,(AB)-!1=B-1A 71, 它们 的 特征 值 分 别 为 
А, (А), А, 1(B),A (АВ), ѕ= 1," n 
在 定理 5.3.10 PS k= 2 ,并 利用 式 (4.3.12) ,由 得 


>] AL (A), ia (B)< >) ACAB) = Re(trAB) 
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< S) А,(А)А.(В) Ф 
з=1 
于 是 由 定理 4.3.6, 式 (4.2.25) 及 起, 有 


У) 2, (АВ) = Кеа(АВ) )=Re(e(B AT) 


з= { 


= Ве(и(А7!В7!))% > A CATHAL (B 1) 


= - У A.C А)А, T (B) 


= > (AJA (B) ]"' 
故 式 (5.3.33) 成 立 . 0 
ЖЭ А, (АВ) >0, 8 Cauchy 不 等 式 (5,2.， 27), 可 得 


-[ a (AB)A, (AB) Ë 
<[ > (АВ)][ А7 (AB) ] 


Т PLE САВ) "< 2) CAB) @ 


s=1 


于 是 由 式 (5.3.33) 及 式 @, 有 
PIE д), D [У ААВ] 
s=1 s= l 
< 》 x,(AB) @ 
从 而 由 式 @ 及 (5.3.20) 即 得 式 (5.3.34). 0 


EH 5.3.18 ЖА,ВС5С2(0), W 
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п2тахіА, (А) (Вт!) 1, A (B)(trA 1) 1] 
< У) А, (АВ) =Re(trAB)Smin{àA (A )trB, A (B)trA} 


(5.3.35) 
max[2,(A)(trB 1) "Aa (B)(ra 75t] 
<A (AB)<min[A (А )еВ,А(В)сА |,5=1,:, п 
(5.3.36) 
证 《5$.3.35) 和 (5.3.36) 两 式 的 后 半 部 分 可 由 式 (5.3.34) 直 
接 得 到 ,又 由 A-,B- :的 特征 值 分 别 为 
àn !(А)>-;>А| !(A)(>20) 
А 1 (B)2:--222 r !(В)(>0) 
及 式 (5.3.35) 的 后 半 部 分 ,得 


> A, !(А)л, (В) = У) А,(А71)А,(В7!) 
з= | s=] 
<Kminf à, 1(A)tB- LIB)trA т} 
于 是 有 


п 


[> А), UKB)] 


- 2Z21Zmin[2), !(А)В!,А„ 1(B)DtrA 1 
=maxÍ2,(A)(trB 1) TE, A, (B) trA 1) 71] 
将 上 式 代 人 式 (5.3.34) 便 得 式 (5.3.35) 的 前 半 部 分 . 又 由 式 
(5.3.35) 的 后 半 部 分 可 得 
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AC (AB)=A(B''A ) 


тА, (B)trA 1.2, !(В)иВ!},з=1,›л 
于 是 有 
\,(АВ)>1лтїп|А„ 1(A)trB ,hn (ВА!) 
= max{ à, (A )(trB7') ta I(B)GrA 1) Us=1 n D 
定理 5.3.19 i A, BESC? (Q), M 
2 ACA) + АВ) JTA CAA lB) 


< > A.(AB) жї ГАСА) +A? (B)] (5.3.37) 
ZaAB] A (А) (В) 


<А САВ) <А СА) +А2(В)],5= 1, 


(5.3.38) 
证 ”由 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 ,有 | 
六 A (a) (BSZ [2A (A)2 (B) ] 

< [А„(А)+41°(8)] © 

> [A (A)A0B)] = > CAG) 
КАЛА) жа 2(В) @ 

<> АЎ, (В) `2 àp (А)А,2(В) 
ERD, ОК А ж (5.3.34) 1855 (5.3.37), 而 式 (5.3.38) 由 式 
(5.3.31) 知 显然 成 立 . ü 


关于 一 般 四 元 数 矩 阵 A 的 特征 值 ( 左 、 右 特征 值 ， 并 假设 A 
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的 特征 值 存在 ), 则 有 以 下 定理 
A+A 


定理 5.3.20 ЖАЄ" *",В= К(А) = 5 l pip 分 
УВ 的 最 大 与 最 小 特征 值 , 若 À 为 A 的 左 (或 右 ) 特 征 值 , 则 
Pa <Ве(А)< р. (5.3.39) 
证 不 妨 设 4 为 A 的 右 特征 值 (为 左 特征 值 同样 可 证 ), 即 存 
# 0:6 Q" ,使 


Ах = хл 
则 х* А* =Ат* 
于 是 有 zx Ar=z*2A 


А х= Ах‘ = к^ аА 
上 两 式 相 加 有 x*(A+t+A*)zx=zxz*z(A+t+A) 
由 xz 关 0, 则 由 上 式 有 
дъ 2 (ATA z 
rz 
T веб) =+- z *KA+A' )2]z _ = ` Bz 


х" т z* 


= ф„(х) 
(5.3.40) 
故 由 定理 5.3.1 即 知 有 
Pa S RelA Sp, 0 
ЖЕН 5.3.21 AEQ”, рур, 分 别 是 A* A 的 最 大 与 
最 小 特征 值 ,4 是 A 的 左 (或 右 ) 特 征 值 , 则 
轧 委 NO) 委 Di (5.3.41) 
证 不 妨 设 4 是 A 的 左 特征 值 (为 右 特征 值 同样 可 证 ), 即 存 
ТЕ 0:6 О"*! {E 
| Ax = Ах 
则 z2"*A"*=x*À) 
用 后 式 的 两 端 左 乘 前 式 的 两 端 ,得 
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r" A* Azr= z * Mr 
тА? Az 
хх 


从 而 N(xz)=AA= 
故 由 定理 5.3.1 即 知 


(5.3.42) 


p <М№(А)< рі 0 
推论 设 AEQ"*', 车 A 存在 左 (或 右 ) 特 征 值 ,xE О" 
相应 的 特征 向 量 ， M 


z" z С 
证 АЖА НЧЫ, ӘЖЕ. Ве) М ОА), 
于 是 由 式 (3.3.40) 及 ($.3.42) 即 知 式 ($.3.43) 成 立 . 0 


定义 5.3.3 设 AEQrx", 若 R(A)= 人 二 4 为 正定 阵 , 则 
称 A 为 亚 正定 阵 . | 
ЖЮ 5.3.22 设 AEQ"**,A ЕЕЕ, pop, ЖА?А 
的 最 大 与 最 小 特征 值 , wi,m 为 R(A ) 的 最 大 与 最 小 特征 值 , 则 
ba- ESN (mA) Sp л? (5.3.44) 
证 НТА 为 亚 正 定 , 则 R(A ) 为 正定 .从 而 дү, го 必 为 正 
实数 ,再 注意 到 
N(Im(A))= N(à)— (RelA ))? 
- ZA" Ав _[а^СА+А' Da 
тт 2 т x 
此 处 zE О"*1% A 的 属于 4 的 特征 向 量 , 从 而 结合 定理 5.3.1， 
有 


pn -MP <N[Im(A)]<p, pn D 
定理 5.3.23 Ü A,BC QX", Бү, p, 9 В(А) МЕКУ 
ЛУВА, р, р, 为 R(B) 的 最 大 与 最 小 特征 值 ,A(A+B) 为 A+ 
B 的 左 ( 或 右 ) 特 征 值 , 则 
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1 p, + п. «БКе(А(А + В))«<р + д, (5.3.45) 
2 N(A(A + B))=min|(0, + yun)? (pit (l (5.3.46) 
证 1 x€ Ql A + B 的 对 应 于 A 的 特征 向 量 , 则 由 式 
(5.3.40), 有 
„[(A+B)*+(A+B)]_ 
T | 2 J 
_Z (CA +A)Z)Zz+Z ((B* + B)/2)z 
2 £ 


_zx ((A” +A)/⁄2)x | z" ((В* + B)/2)z 
* x` = 


T z 


Re(A(A + B))= 


于 是 由 定理 $.3.20 即 得 
| b, + m «Ке(А(А + В))<р + | 
2 x€ Q X А+В 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 , h 
(5.3.42) K (5.3.43), A 
z*`(A+B)*(A+B)>< 
т Ж 


>fe (A +B) +(4 +B)z] 


— [一 БА) 2) ү z" (B` +B))z 


* 
х2 Ж + хт 


М(А(А + В)) = 


5 а= 2 AtA) 2708 +В) 2) = 


ж 
TJ T . Ж Ж 


则 由 定理 $.3.19 ,得 
Pnt M Su + <i + “1 


从 而 (и +v) mini (р, + pp) (pit 4)2] 
故 NO(A + B))2=min[(p, + и, )2, Cpi + 32] 
即 式 (5.3.46) 成 立 . 0 


ХН ЕНЧА (ЛЕ У 4.1.4) ,有 如 下 不 等 式 ; 
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定理 5.3.23 (Schur 不 等 式 ) B åte An ÆA = (а;) Є 
Сәт" у — НН, Л 
DPSS la, (5.3.47) 
= 1 3 一 | 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 A 西 相 似 于 对 角 阵 . 
证 ”由 定理 4.1.4 知 ,存在 UEU”, IE 
#iqiu'' in 
U*AU= 02:92 | = В | 中 
L a 
其 中 m= 0 u PE C, P0, s51, 0n 
W B*=U*A* U, 8. 


|а |2 [4 
+ 一 


ГА jal? е 
[enal + Ф|? 
|? 
再 由 定理 4.3.9 知 
tr(AA * )=tr(BB*)} 
由 此 即 得 


>) la 2= >) ||?+ E ||? (5.3.48) 
3 一 1 s=1 


I<s< (п 


因为 A. 4, ЖА 的 一 组 谱 值 ,由 定义 4.1.4 知 A 与 上 三 
ffi kE £ 
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相似 ,又 已 知 A 与 B Ж, ERE В 与 C 相似 ,于 是 由 式 由 ,名 及 
有 一 C ,推出 и, А, (s=1, ,n) ЕТЕ 0565,6 О(з=1,+,п) 
使 

ра Б, ТАБ, >и, = }А,|,з=1,+з›л © 
从 而 由 式 @, 式 (5.3.48) 及 式 加 ,有 


2 1а, = > [л,12+ Б 9,12 Ф 

НОВА И: НИ У. 0 

定理 5.3.23 显然 简单 ,但 很 有 用 ,而 县 引出 这 样 的 问题 : 当 且 
RHE A= (4; )E€ Q"** 西 相似 于 一 对 角 阵 , 那么 就 有 式 
(5.3.47) 取 等 式 成 立 ,那么 我 们 自然 会 问 ,什么 样 的 矩阵 是 酉 相似 
于 对 角 阵 的 呢 ? 我 们 早已 知道 , АУ РЕТИ Е ЕА. 
是 一 实 对 角 阵 (定理 4.1.14) , 除 此 之 外 ,还 有 哪些 矩阵 满足 这 一 
事实 呢 ? 即 如 何 刻画 西 相似 于 对 角 阵 的 矩阵 , 这 就 是 下 述 定义 的 
起 源 . 

定义 5.3.4 Ж АСО" R AA” =A* A, ДЯ A 为 规范 
(norma) Е ВЕ. 

ЖИН 5.3.24 ЖАЄ "х", ЩА 西 相似 于 对 角 阵 人 SA ЖШ 
范 阵 . 

证 设 A 酉 相似 于 对 角 阵 , 即 存在 UE О" "(Е 0 АС = 
B, 而 В 是 对 角 阵 , 则 BB* = B* B, TEA 

AA * = (UBU * )( UBU * )* = UBU* UB * U * 
= UBB* U* = UB* BU* =A*A 

故 А 是 规范 阵 . f 

R A 是 规范 阵 ,由 定理 4.1.4 知 ,存在 UEU E U АШ 
= 了 ,了 为 上 三 角 阵 , 则 

A=UTU*,A*=UT` U` 

由 AA*=A*A, 有 
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UTT* U* = UT* ТО“ 
于 是 有 TT*=T*T 
注意 到 了 是 上 三 角 阵 ,从 而 由 上 式 即 得 ,了 必 为 对 角 阵 .日 


8$5.4 四 元 数 矩 阵 奇 异 值 的 不 等 式 


在 第 四 章 第 二 节 我 们 已 经 引 人 了 四 元 数 矩 阵 的 奇异 值 的 概念 
( 见 定义 4.2.5). 本 节 是 在 前 面 所 述 内 容 的 基础 上 给 出 有 关 四 元 
数 矩 阵 的 奇异 值 的 一 系列 不 等 式 . | 
为 方便 计 , 对 A = (а) Є Q, ВЕ [s (A)... 
ACAS lans an AERA, 19А) 12-2218, (A)| , 
с1(А)2--220,(А). 
ЖЕ 5.41 БА = (ај) ЄӘ"”", W 
| > al< > |a |< > |a,(A)|< > 20А) 1а» 
(5.4.1) 
证 前 面 两 个 不 等 号 是 显然 的 , 现 证 最 后 一 个 不 等 号 .因为 置 
换 阵 为 广义 西 阵 , 故 不 失 一 般 性 ,可 设 6,(A)= а, (1< s<). B 
矩阵 的 奇异 值 分 解 定 理 即 定理 4.2.7 知 ,存在 U = (иу), V = 
(vi)EU"*", 使 
A=Udiag(o1(A),…,o,(A))V @ 


k 
令 С, = > | ugus 20,t,k=1,; п 
s=l 


于 是 由 D [= У | |2=1 (1.1.24), 
s= s=1 


11 191 

П l k 
> СЫ = > >; | usvis | 

б=1 t=} s=} 
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1 k 
< 2, У) (112+ 1,12) <, 1, <a. © 


д,(А) = ак 一 >) иус, (А )о, 


t= 


故 |a (A)|=la,|< 2) lu, (А), | 


一 У) с. (А) ио, s=1, n Ө, 
FEIRO, OREH 5.1.6.9 
D AIE > ol A) lusus 


n k 
= > (А) > | ио, | 
{= 1 s=! 


= У а. (А)С, Ф 
t=1 


k 


< >) (А), в=1,--,я. n 


推论 1 设 ACQ "的 对 角 元 素 为 a1,…,a,, 则 有 
(Re(@a1),*, Re(a,)) Xalal, s |a,|) 


Kalal A), , a, (A)), (5.4.2) 
Д [а 12:62 |а, |, о (A)22..2a, (А). 


推论 2 i AC ОХ", BJ 


Re(trA)S|trA |< > в,(А) (5.4.3) 
证 在 (3.3.7) 式 中 令 有 = п, 


Re(trA)<|trA|=| 5) asl 
s=! 
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n n À 
>, 8,(A)|< 2: |8(А)!< 2 (А) D 
定理 5.4.2 Ü ACQ n. U,V 为 广义 西 阵 , 则 
o(U*AV)=60(A),s=1,2, minm, n} (5.4.4) 
Ш 由 奇异 信 定 义 及 定理 4.3.9, 有 
s Í (U*AV)=/V/ A ((U*AV)*(U*AV)) 
=/X,(UA АУ) 
=4 à, (A*A) 
=0o(A),s=1,2,." ,min{ m,n] g 
EH 5.4.3 W MCQ” AEQ” т225, nt, o 2... 
ZS min(m, n) ;Tl 之 之 Tnin(s,1); 分 别 是 M 和 A 的 奇异 值 , 则 
в„2®т„,г=1,°°,ты(5,/) (5.4.5) 
т„22@,+(и-)+(и-),г Жтї(5+/—т,з5+{—лп) 
(5.4.6) 
特别 地 ,当天 =,s= 上 =7- 工 时 ,有 
TZO TA On- |Z, - |Z, (5.4.7) 
证 由 定理 5.4.2 知 ,M 与 U* MV( 其 中 U, VSA ЖЯ 
阵 ) 有 相同 的 奇异 值 , 故 可 不 妨 设 A E M 的 子 矩 阵 . 令 


N=( м), в-[0 А) 
М* 0 А* 0 
由 奇异 值 分 解 定 理 4.2.7 NI, HU ХШ V, V, 18 M = 
Vi1DV2” ,其 中 也 的 对 角 元 为 ci，……,aninow ,其余 处 为 0, 于 是 
_ 0 V IDV,* 
N (улту 0 | 
u: K ЯЕ HIMA 0 
0 У,/\рТ 0 0 ‚| 
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ж тие 0 , 易 见 其 特征 值 为 Ol,’, Omin( n) 0，…， 


S IM y )# m + n WEE, 0 
2 


由 定理 4.3.9 知 它们 也 是 N 的 特征 值 . 
类 似 地 可 证 TI’ Tmin(s,t)205 70, T Tmin a) Ü 5 Сү 为 
B 的 特征 值 ,又 B 是 N 的 ;Xz 阶 主子 阵 , 从 而 由 定理 5.3.3 知 ， 


本 定理 结论 成 立 . 0 
推论 W AC О", U ,€ Q”? Ikk, NI 

G (AU) =в‚(А),з=1,,Ё (5.4.8) 

证 因为 AUo €E Q” J A € Q>” TIER, ih SE ZE 

5.4.3 即 式 ($.4.5) , 即 得 式 (5.4.8). n 


定理 $.4.4 É AC Q. U C Un” 1<k<n M 


k 
det( Uo” А * AU.) < [| в,2(А) (5.4.9) 
t=] 


证 由 命题 4.2.3 知 ,存在 U € Un (r i 
U=(Uo, UDE UU" 
BWA AE SC,(Q), 由 定理 4.1.17 知 ,A(U*A*AU)=XA(A*A) 
(1<у<п). Х О, A* AU X U* A* AU ЮА ИЖЕ ТЕЕ, 


НЕЯ АЗ. ВЯ, О, A* AU € SC,(Q), Рен 4.3.6 Z 
1 及 定理 5.3.3, 知 


det(Uo* A* А0) = i à: (ОАА) 


k 


= J] AÀ,(A * A)= il a (A) 


t=1 


故 式 (5.4.9) 成 立 ， 0 
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定理 5.4.5 É AC Q. О(А) = (В = (6;) = UAV | 
YU,VE Un] д] 


max {Ке( У) b.)| = У) s (A),k=1,:" n (5.4.10) 
ВЄ ША з=] з= | 


证 对 YBEU(A), 由 定理 5.4.2 知 
| 0,(В) =о,(А),ғ=1,:-,п 
于 是 由 定理 5.4.1, 有 


el >) b,)< >) 18,(8)1< >) aA),k=1,-n Ф 
s=1 з= { 5= 1 


又 由 奇 暴 值 分 解 定 理 4.2.7 知 ,存在 U,V€ "х", 
B= UAV = йіар(о,(А), -:,0,(А)) 


便 得 Re( > bs)= > в,( А) @ 


ш з\ЧФ),@Е Д5 (5.4. 10) 成 立 ， 0 
定理 5.4.6 设 A,BEQ":“”, 则 


k 


k £ 
П = (A)s,-,,(B)< II s,(AB)< [I в,(А)в,(В),1<Ё<л. 
¿=l t=] 


= 


(5.4.11) 
证 因为 (AB)* ABE SC(Q), 故 由 定理 4.1.14 知 ,存在 U 
€ UX" W 
ОВГА ABU =й бо (AB),--, oi (ABD) 
记 О= (ш, и), О = (ир, иь), (АА) 
则 由 定理 4.2.7( 奇 异 值 分 解 定理 ) 知 ,存在 VIE UX V, € 
LU“ 使 得 
BU:= V2D1 Vi,D'1= diag(ol( BU,),…, a ( BU,)). @ 
于 是 由 定理 4.3.6, 式 四 及 定理 3.3.11 之 推论 与 定理 $.4.4, 有 
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к» 


с?(АВ) = ll \,(В* А* AB) 


= det( U, * B * А * АВП) 

=det( V, DiV А* AV2D, Vi) 
=det((DiV) ( V,“ A* AV,.)(D. Vi)) 
=det((D,V,)* (Di V,)):det( Vz А * AV2) 
=det(( У" B* BV,)):det( V2* A" AV;) 


< П o? (B) П or (A) 
1=1 =1 
= J] wz(A)oaz(B) 
由 此 即 得 式 (3$.4.11) 的 右边 不 等 式 .而 由 


1I a, (A)= Ill o (АВВ `!)< lI a, (AB)o,(B `!) 


£=] 


= П o (AB)o;l,. (B) 
t=l 


即 得 式 (5.4.11) 左 边 的 不 等 式 . 0 
推论 ЖА,С0""",5=1,:-,п, A 
k m k т 
H o ll A)< ПП (А, иеа (5.4.12) 
{= | s=1 і=1 s=l 


证 用 数学 归纳 法 证 之 . 

由 定理 5.4.6 即 式 (5.4.11) 的 右边 不 等 式 即 知 当 m=2 时 式 
(5.4.12) 成 立 . 现 假设 式 (5.4.12) 对 2< жг -1 RX. РЕН 
归纳 假设 ,对 m =r, 有 


k 


П a, ( Ц А,) = П с, ((А.А)Аз'-А,) 


< П с. (А.А). (Аз), (А,) 
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k 


< |] alAia (А). A3) G, (А,) 


{=1 


k r 
= |! [| в„(А,),1<Е<л 


=1 s=] 
这 就 用 数学 归纳 法 证 明了 不 等 式 (5.4.12) 成 立 . 0 
EH 5.4.7 ЖА, ВЄО"*", H 


k 


k 
> с, (А), - + (B)< >; с. (АВ) 
i=1 


=I ' 
< >) о,(А)в,(В),1<#<л 
t=} 
(5.4.13) 
证 由 定理 5.4.6 及 定理 5.1.12 即 得 . 0 
定理 5.4.8 设 AEQ"™Y",s=1,…,m, 则 


> a(l] A,)< > П б,(А,),1<]#<ЁЇл (5.4.14) 


证 “由 定理 5， 4. 6 的 推论 及 定理 5. 1.12 即 得 . 0 
ЖН 5.4.9 RA BEQ”, W 


k 


> в;(А + B)< > (os(A)+o,(B)), k=1, ,7 


(5.4.15) 
证 由 定理 4.2.7 知 ,分 别 存在 Ui, U, Vi VE 0", 
4=U diag(cl(A)，…a(B))VI 
B= U; diag(o1(B),*…,o,(B))V,; 
对 YU,VEUmxn ja | 
W =(w;)=U*(A+B)V* 
=( Vi У) diagloi (A), a, (A))(U, V) 


+ (U2U)" diag(oi(B), =, 0, (B))(V2V) 
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其 中 P=(p;)=(U1U)"diaglo (A) a (A))( VI V) 
Q=(q;)=(U;,;U)*diag(a (A), a, (B))( V, V) 
注意 0,10, 0,0, Vi V, VVE "х", JH EBE 5.4.1 KE 
理 4.2.9, 有 


У \5,(Р)|< У) | (Р) = >) (А), =1, ‚л 


s=l s=1 s=l 


> 18,09)1< > s, (Q)= > a (B), k=l, n,n 
于 是 由 上 两 式 ,有 


Re > ps)<IRe( 2 p.)|< 2 |Re(ps))| 
< 101 aP 2 (А) Ф 


Re( > q  )< > o, (B) @ 
AMERO, O, A 


Re( 2) ао.) = Кеб 27 р) + Re( 27 q.) 


k 
< У) ((А) +0,(В)) 
к= 1 
再 由 上 和 式 及 定理 $.4.5, 即 得 


k 


У) (А+ В) = max [Re У) wy] 


s=] WEU(A+B) 


< У) (о,(А)+о,(В)) D 


推论 БА,Є09"*",1<;<ә, і 
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k 


m k m 
У в( >) А)& >) 2) alA,), 1<k<n (5.4.16) 
з=1 s=l s=] 


s=1 


证 利用 定理 5.4.9 采用 数学 归纳 法 即 可 证 得 . 0 
定理 5.4.10 BAEO p>0, tl 
1 
-~ 一 li 
Pm 1, 则 
k k m 
Zia |H А,)1< à,( |] А, 
s=l 5=1 t=] 
m 1 k Ë 
<> > >) AQ((AA,") ) ,1I<A<m (5.4.17) 
t=1 f s=1 
证 由 式 (5.4.1),(5.4.14) 及 杨 格 不 等 式 (5.2.7), 有 
k m k m 
5100 л) (1 А) 
k m 
< >; [Í а(А,) 
з=1 ¿=l 
н k 
< 2. 2; ву“‹(А,),1<Ё<л 
t=1 t s=l 
ко ою ГА 
x оћ(А,) = (o 2 (A,)) = (AA,*)=A ((AA,")) 
于 是 由 上 两 式 即 知 (5.4.17) 成 立 . ü 
在 定理 5.4.10 FR A,€ SC, (Q ) , 则 得 
推论 1 设 А,Є 5С, (Q) в 20,:=1,, т, 2 
1 m 
= 1, А] 
k m k Д 
2|a(Haj|< 2 109 
m k 
< DAAA ви. (5.4.18) 
- ¿=l t ,=1 
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在 定理 5.4.10 中, 取 m=2, 可 得 
推论 2 设 A,BEQ"*",p,g>0， „е =1, 则 


> 12,(48)1< > s, (AB) 


s=} 


<L PAAA DDE D AG) A< 


(5.4.19) 
E 5.4.11 W AEQ", a >0,s 51,0, 1 ,t=1,:, 
m , 则 对 任意 正 整 数 kn 9 


а 
L k m 1 k т 
УУ |а) |< У Za dA) 
s=1 r=| i=! s=! г=1 t= 
k m m 1 k 1 
<D ÈH оАо 1 [2 >, (А) 
s=] r=! г= 1=1 ={ r= 
L m k 
< У) 1 У oa (Au) (5.4.20) 
‘=1 t з=} r=} 


1 k i m 
> > adi А„)| < УУ ё, ( A.) 
s=1 =! з= r=1 = 
[4 Ë m m 1 Ë 1 
<> > Поа) ПУ (А) |" 
s=1 r=] =] t=1 з=! =! 
m 1 L k i 
<[а >) > 2) ase (A,) | (5.4.21) 
¿=l t s=l z=! 
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т 


«оу (У >) ол) | 


= s=1 r=1 


m 


(уа >) 2 У У аА] | (5.4.22) 


t=1 s=1 г=1 


证 ”由 定理 5.4.1, 定 理 5.4.8,Helder 不 等 式 (5.2.17) 及 杨 
格 不 等 式 (5.2.5) ,可 得 式 (5.4.20). 由 定理 5.4.1, 定理 5.4.8, 
Holder 不 等 式 (5.2.17) 及 杨 格 不 等 式 (5.2.6) 可 得 式 (5.4.21). 
HEH 5.4.1, EH 5.4.8, Hölder 不 等 式 (5.2.;14), 琴 生 不 等 式 
(5.2.10) 及 杨 格 不 等 式 (5.2.6), 即 得 (5.4.22). D 

在 定理 5.4.11 中 令 /=1, 可 得 

推论 1 设 4EQ "a>,t=1,…,m, 则 对 任意 正 整数 上 


т k 1 
<[«П Laan] (5.4.23) 


~ 
` 
II 


<и > в„(А,) (5.4.24) 


yyl yso giia 
1 


人 


1<т) і, 8 


> a (A,) (5.4.25) 


在 定理 5.4.11 中 令 т = 2, 18 


推论 2 设 4,,BEQ" "ss=T ,pqg>0, 则 对 任意 正 
Ж RSN, 
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1 


У Уг, Ji (5.4.26) 


<u iS > в„(А,)][ 2) (8)] (5.4.27) 


i k [4 Ë 
10 22 ®(А][ 2 X oB] (5.4.28) 
在 定理 5.4.11 中 , 令 m=k,1=1, 948 
推论 3 没 A,BE Q", q>0 BEES EE Ё<п, 
1 当 填 + 土 = 二 之 1 时 ,有 

p q a 


k 


> 18,САВ)І< > о, (АВ) 
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< 5) ¿(A)s,(B) 

[S СА) [ ов] 

<|# X (A) + ов] 
(5.4.29) 


< > s, (A)o, (B) 


<) (А) [2) (В) | 


r=1 r=! 


1 
q 


k 


SHE o(a) LÈ ¿e (B)] 


r= гк=1 


(5.4.30) 


1 
q 


<[>) о,(А)] [ >) sa(B)] 


< 和 [> в, (А)]| >) сл(В)] (5.4.31) 


r=1 r=1 
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EJE 5.4.12 设 А.Є 9"*",1<5</,1<,<ә, p21, А 
L k m 1 т» 1 k 1 
[> 2 ot( > А„)] <> [> > (А) | Ие 
=1 {= | t=1 sl r=1 
(5.4.32) 
证 由 定理 $.4.9 之 推论 , 即 式 ($.4.16) 和 闵可夫 斯 基 不 等 
式 (5.2.37) , 即 得 


在 定理 5.4.12 中 , 令 7 一 2, 可 得 
推论 1 É A, B,€ Q"*" 1Ss<S/, p21, 


Д 


[2; А, +В,)]' 


s=l к=] 


在 定理 5.4.12 中 , 令 /=1,т=2, 948 
推论 2 设 A,BEQ”**,p 之 1, 则 


k 


DE (A+ B)] 


r=| 


<[2> в? (А)] + [ >) а„(В)]”,1<#<п (5.4.34) 
r=1 


r=] 


ЖЮ 5.4.13 设 A,BEQ"*", 且 A,B 均 可 逆 , 则 
k k 
[2] 90А) 027 2, a(B)] 
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人 


1 1 2 
(ва), (aa) | 


[È (Aya, (B) P 


1 1 


人 


(ва) 


[S в,( АВ) | (5.4.35) 
证 ”由 定理 5.4.7 与 Po lya-Szego 不 等 式 (5.2.40) 即 得 . O 


$5.5 四 元 数 和 矩阵 迹 的 不 等 式 ( 工 ) 


矩阵 的 迹 作为 矩阵 的 一 个 数值 特征 ,我 们 已 在 第 四 章 中 讨论 
过 四 元 数 和 矩阵 的 迹 的 定义 及 有 关 性 质 ,本 章 将 在 此 基础 上 给 出 四 
元 数 和 矩阵 的 乘积 与 和 的 迹 的 一 系列 不 等 式 . 
定理 5.5.1 i ACO n JH 
Re(trA)<|trA |< Š) о,(А) (5.5.1) 


特别 当 A УАР ЕРЕН, 5 


Re(trA)=trA = > s (A) = УМА) (5.5.2) 
证 W A=(a;), 在 式 (5. 4. DPS k=n, MWE 


Re(mA)<|eA|= | Ð ol< È 13I У) aCA) 


故 式 (5.5.1) 成 立 . 0 
Ж 5.5.2 ЊАЄЅС, (О), РЄО"*", J 
1° («РАР* )2<trA2(trPP * Y (5.5.3) 


2 АРОН, A 


пА2< (6А)? (5.5.4) 
trPAP * <trAtrPP * (5.5.4) 
证 1 由 AE SC,(Q) 及 定理 4.1.14 知 ,存在 UE Un" ,使 
А = Udiag( ài, À) О" 
Ж А,>-->\„ 是 A Юл 个 特征 值 . 
令 PU=B=(b;)EQ"™ 
则 | РАР“ = Bdiag(à4, =, à B * Є" *" 
于 是 由 柯 西 一 施 瓦 兹 不 等 式 (5.2.27) 及 琴 生 不 等 式 (5.2.9), 有 


(trPAP*)*=( > > babu)? 


= (>) > мм(ь,))? 


= (> À > N(b,)) 


н 


<) > (È NG.) 


t=1 t= 


< > (X > м(ь,)) 


= = 
=trA(trBB* )2 = trA2(trPP * )2 
故 式 (5.5.3) 成 立 . 
2 当 A 之 0 时 ,有 ,之 0,s=1,…,n, 且 
тА?= А+ HAZKA Tt. + A )2= (trA32 


故 式 (5.5.4) 成 立 ,再 由 式 (5.5.3) 及 (5.5.4) 即 得 式 (5.5.4) 成 
立 . 


n 
‚О > A, Аз" 
定理 5.5.2 R АЄ5СЁ(@),Н А=( |, 
Аз А» 
(trA3A3 )?<тА |2(хгА,)? (5.5.5) 
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trAsA3’ trAitrA, (5.5.6) 
证 由 定理 4.3.3, 可 设 A=SS*,S= T Eom 
сс" CD* A, Аз" 
A= (5С. pp x A= (а! Аз | 
于 是 有 Ai= CC* ,A;= DD* ,As= DC* ,从 而 由 式 (5.5.3) 及 定 
理 4.3.19, 定 理 4.2.12, 得 | 
(trA3A3* Y = (trDC * Ср" )? 
=tr(C* C)2(trDD “ )? 
=tr( CC * )2(trDD * )? 
=trA(trA,)2 
故 式 (5.5.5) 成 立 . 
由 AE SC>(Q), 及 定理 4.3.8 # A bo ESE H tE, 
则 由 式 (5.5.4) ,有 f 
ттА «(кА |)? 
从 而 由 上 式 及 式 (5.$.5) 即 得 式 (5.5.6). D 
Ж 5.5.3 бА, В,СЄ5С,(9),А>0,В2С220, 
| Ке[ (А + В) 'В]2>2Ве[а(А +С) 1С] (5.5.7) 
证 ни[(А +В) В] ==[(А +В) (А+В-А)] 
= 11, —tr[(A +В) А] 
且 由 В2>С20,4>0, 74 
(А + В) «(А +С)! 
故 有 1 1 L L 
ША (A+B) 'AÌStr[A" (А+С)А1 
从 而 由 定理 4.2.10 ,得 
Re[tr(A + B) !A]<Re[tr(A + С) 1A] 
由 上 可 得 
Re[tr(A + В)! ] = Вее, —tr((A +B) 1A)] 
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=Re(trl,)—Re[tr(( A + В)'А)] 
>Re(trl,) —Re[tr(A + С) !А] 
= Ве[ 1:1, -tr((A+C) !А)] 


= Ке[ (и((А + С) 'С)]. 0 
ЖИ 5.5.4 ША,ВЄ5С2(0), m 为 正 整 数 , 则 
Rel tr( AB)” ]<Rel tr(A™B™)] (5.5.8) 
证 由 式 (4.3.22), 有 L 1 
Reltr(AB)”]=t(A ВА)” D 


ECA BA)" € SC? (О), B ÈM 4.3.6 即 式 (4.3.5) 及 式 
(4.3.21), (5.3.26), (4.2.27), 8 | 


1 1 п 1 1 
(А BA)" = >) A, ((A ВА )”) 
s=1 


= У) А,((АВ)") 


s=1 


< 5 à, (A”B”) 
s=1 


ІА l 1 
= > A, ((A” Bm (Am) ) 
amt + 
=tr((A”) B”(A”) ) 
A+ 1 
=Re[tr(( A”) B%(A”)2)1 
1 L 
= Re[tr(( A” ) 2 (А" ) В" )] 
= Ве tr(A”B” )] ©) 
由 式 中 ,四 即 得 式 (5.5.8) . 0 
注 不 等 式 (5.5.8) 是 Bellman 在 1980 年 世界 第 二 届 不 等 式 
会 议 上 对 正定 对 称 和 矩阵 所 提出 的 猜想 之 一 , 即 
п(АВ)”<т(А”В”),тЄМ 
ЛЕВЕ LURRE. 
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定理 5.5.5 设 PEQ***,AESC,(Q),p,gER'T, 则 


1° У) А„-,-\(А)А,(РР*)<РАР*«< >) А,(А)А,(РР*) 
;=! 


s=1 


(5.5.9) 
2 当 p>1,g>1, 且 上 + 上 之 1 时 ,有 
P q 1 i 
ltrPAP |<[т(А?)?°?]”[т(РР*)1]* (5.5.10) 
3 “р>1,а>1,И4- + = 时 ,有 
1 
|trPAP* ат [tr(A2)22]5[rr( PP * )?]°(5.5.11) 
证 1 在 定理 5.3.13 中 令 有 = 区 即 得 (5.5.9) 式 . 
2 由 AESC,(Q), 则 A?E 5С2(9), НН 5.3.191 


A ((A2)22)=A02(A2).s=1,=",n 
于 是 


tr(A2)A2= > 1.22(A2) 
+=1 


= > ICA)12= > lla (A O 


tr(PP*)9= У) aS (PP) | Ө) 


5=1 


从 而 由 Hólder 不 等 式 (5.2.22) 及 式 人 四,@, 有 


P А, A (ADA СРР“) 


< > |А, -,+1(А)1А,(РР*) 
з=! ` 


1 


[ra e] 
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= Гед) Tt Pp yo @ 


|a, (AB (PP*) 


< >) |А,(А)|А,(РР*) 
s=1 
Y n 1 
Р 4 


<[> Саса) [2 э2(РР*)] 


Ll н 1 
= [ftr(A2z)221[ > АЛ(РР*)] | @ 
5=1 
从 而 由 式 @,@ 及 (5.5.9) , 即 知 式 (5.5.10) 成 立 . 0 
3° H Halder Ж ŽA (5.2.23) W Е 2° ТЕ BB El HÍ WE 48 = 
(5.5.11). ü 


定理 $.5.6 设 A,BESC,(Q), 则 
DCA) A(B)<Re(tAB)< Ў) А,(А)А,(В) 
s=l s=l 


(5.5.12) 
证 由 4AESC,(Q) 及 定理 4.1.14 知 ,存在 UEU” ,使 
А = Udiag(à (A), à, (A))U* 
现 取 实数 x ЇН A (А) + х= А,(А + 21) >0,1<5<я, WE 
А + 21= ОЛО", Л = дар(л1(А) + ж, ,А„(А)+у) 
于 是 由 定理 4.2.10, 有 
Re(trAB) + ztrB =Reltr((A + zI)B)] 


=Reltr((A + zD (А + 21)2В)] 
=Reltr((A +=DB(A + =I) )] 


=tr[(A + xl)iB(A +] 
又 由 定理 5.3.10, 有 
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> А„(А)А„-.4(В)+хВ 
s=1 

= > А,(А)А, -;+1(В) += ° ; À, - + (B) 
s=1 s=1 


= > A, (A + жЇ)А„-,+10 В) 


s=] 


< > A,((A + zI)B)=Re(tr((A + zI)B)) 


s= 


= (А+ xD B(A + zI)°) 


<Ñ А(А+хГ)А,(В)= Ў А(А)А(В)+хиВвВ Ф 


s=1 
В, ОВ (5.5.12). 0 
ZH 5.5.7 А,В, СЄ5С,(0), Н В=С- А, 


> A2(B)=trB22 > [4,(С)-А,(А)]? (5.5.13) 
证 Н СА =(АС)* Я | 
tr(AC + CA) =2Re(trAC) 
于 是 由 上 式 及 式 (5.5.12) ,有 
trB = tr( C? + A? - CA - АС) ， 
= trC? + trA? - tr( AC + CA) 


= > А2(С) + > 2(A)-2Re(trAC) 
> Уу ГАС) +а2(А) -2,00)А(А)] 
= > [A (C) -A (AP 0 


定理 5.5.8 WAE p>0,1=1 m L + 
1 m 
=1, 则 
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т А 
а ЦА) eaat (5.5.4) 
t=! t=1 t 


证 在 定理 5.4.10 b k= n, 19. n 
在 定理 5.5.8 中 , 取 A,€ SC,( Q) , 即 得 


1 1 
推论 1 В А,Є5С,(9), AtS m, UU pn 
=1, 则 
lu [I A< È sua? (5.5.15) 
t=1 ¿=1 t 


在 定理 5.5.8 中 , 令 m=2, 可 得 


推论 2 RA BEQ”, pq>0, $+ 21,0 


\тАв|<и(АА t + caa (5.5.16) 


特别 当 A,BE SC>(Q), 则 由 式 (5.5.16) ,可 得 
Re(wAB)C|erAB|<TtrAP + GHA (5.5.17) 
若 在 (5.4.17) 中 令 p= q = 并, 可知, 当 A,BE SC?(Q) 时 ， 
有 
2Re(trAB)<trA2 + tr B2 (5.5.18) 
或 Reltr(A - B)2)20, (5.5.19) 
Æ 5.5.9 设 A,BESC>(Q),rankA+rankB>2, 则 


Nua pa? | +} 
trA BA =N trB AB =VRetrAB 


< STA (A) + A(B)Y <Ú (uA +В) (5.5.20) 
з= 1 
证 ”由 式 (4.3.20) 及 在 式 (5.3.14) 中 取 有 &=2, 在 式 (5.5.11) 
中 取 p= g=2, 得 
tA BA? = үВ?АВ? =Re(trAB) 
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<4 [ trA? + trB? +2), (А)А, (В) | 


=) (АКА) + ACB) 
由 ASES (Q) 及 定理 4.3.6 之 了 易 知 


taA2= У) А2(А)<( Ў) (А) 
且 等 号 成 立 当 且 仅 当 гапкА<і, 4 rankA + гапкВ >2 时 ,有 
trA? + trB2< (trA)2 + (В)? 
又 
o< D асаав) AALE Ав) ] елен 
s=1 


з= < 


即 知 


D DACA) +А(В)Р< (кА +В) 
放 式 (5.5.20) 得 证 . n 


E 5.5.10 ЖА,Є09"*", о, >0,5=1,--,1,1= 1, 
m , 则 


m 1 l А ° 
< ч, а > tr(AuAz y (5.5.21) 
emd gnp td і 
2 Р РЧ 了 > 工时 ,有 
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У Refu( {I As) |<| > «(П As)| 


s=1 t=1 s= 
a l 


< У \«(П А„)|< I [ «(АА Е 


т І а 1 
< [а L Уа(АА:) | (5.5.22) 
t=} t s=1 
ущ... = A 
Ql а а 


У ке «(Ц А,)\<| > «(ЇЇ A,)| 


з= 1 


- 
и 


a l 
t 


<$ Й А оо [È «(ла T 


s= t=] s=1 


Lmin | (эй)! 7: ИП Sle(A,A2 )? 


i=1 sal 


L 


(ni)! -afa > + 2 п(А. Аз) ЎА (5.5.23) 


{=1 Qt ;=1 
证 在 定理 5.4.11 中 , 令 上 k=n, 妈 得. 0 
在 定理 5.5.10 +, A. € SC,(Q), 则 有 AsA% = А, 
于 是 可 得 
推论 1 A ESCI) a0, s51, htl, m, 
则 


1 
<>) 21 У рд" _ (5.5.24) 


(5.5.25) 


s=] t=l 
А 


У le Й А «од fi ( 


s= 


і 


У) СА 5 


t=] :s=1 


人 


L 


MDS ол р 2м] 


Smin 


在 推论 1 中 令 /=1, 可 得 


推论 2 Ë АЄ5С2(9),а:>0,:=1,--, т, 
гера, 
m 上 
Refa Ü л) | АЙ (ил) 
t=] t=] 


п! 


1 
< У) TTAR (5.5.27) 


t=1 t 
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2 ж +9 = рін 
а1 а 


т 


т т т a 
Re(tr П A,)< leI] A,| < [| (кА) 
гє! = 1 t=1 


a 1 
<[1 а) (5.5.28) 
а 1=1 а, 
3 当 工 +.…+ 上 = 工 <1 时 ,有 
al Am а 


т m m в 1 
Re(t( II А))<|= lÍ A, «ате (cA, )" 
t=1 1=1 t=l 
1 


_1 m 1 1 эн 1 ñ а 
п! Пед ЗЕ > tA) | | (5.5.29) 


由 推论 2, 可 得 
推论 3 设 A,ESC>(Q),a>0,t=1,…,m, 则 
1° Hatt anel 时 ,有 


lu I Ае |< IE Crap (5.5.30) 
t=1 t=1 
2' 当 att"+an=r<l 时 ,有 


[tr П Ай 
{=] 


证 由 命题 5.4.1 知 , AESC), S B= 二 (tl 


«уіп 


«п (вд,)“ (5.5.31) 
1= | 


т) й + керы, Фано ZI, A 


т m l 
АЦА |< [I СА = [] (А) 
1=1 t=1 t=1 
故 1° АЎ ЗУ. ATE 2°. 0 
在 推论 3 Ф, а= an= а, А9 
推论 4 ЖА,Є5С2(9), = 1,---, т,а 20, 
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о sÍ 1 
P 当 a 之 二 时 ,有 
Я" А" Kiii Ü wA.) 


2° 当 0< < 1 -时 ， 有 


a <Ç! ma f П ТА, үн 


在 推论 4 中 ， Plta- 57, 1, 可 得 
推论 5 ZA, єз? (ө), t=1l,:**,m IJ 


1° «ДА П a, Е 

r П а вд) 

3 eÅ ae ча 

推论 6 P A,CSC2(Q),:= 1, m, 则 
«| A, | <" > Ц а (А,) 


证 由 式 (5.5. 35) 及 切 比 雪夫 不等式 (5 2.42), 有 


ЕЕ П va, = У А,(А,) 


t= s=] 


«У l А,(А,) 
s=] ¿=l 
故 式 (5.5.36) 成 立 . 
在 推论 2 中 , 令 5 二 2, 可 得 
推论 7 设 4,BESC>(Q), 则 


r *p,q>0 BJ +121 时 ,有 


(5.5.32) 


(5.5.33) 


(5.5.34) 
(5.5.34) 


(5.5.35) 


(5.5.36) 
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1 + 
|trAB < (тА?) (trB2 7 (5.5.37) 
2 мр.4>087, +Ñ = r< 时 ,有 


АВ «ад? Све) (5.5.38) 
在 推论 7 中 ,分 别 令 p=g=2, 与 p=g=1, 可 得 
推论 8 设 A,BESC>(Q), 则 | 
КетАВ)<|тАВ|<(тА?) (trB2)” (5.5.39) 
Ве(тАВ)<| «АВ |«<иА trB (5.5.39)' 
ЊЕ Richurd Bellman # 1980 年 世界 第 二 届 不 等 式 会 议 上 对 
正定 实 对 称 阵 提出 不 等 式 ( 常 称 为 Bellman 不 等 式 ) 
trAB<(trA2)2(trB2)2 
A (5.5.39) ELETERE ЛЕЕ Н EERE, m 
EM 5.5.10 及 其 推论 是 Bellman 不 等 式 更 普遍 的 推广 . 
定理 5.5.11 W А,Є5С2(9),аЄК*,:=1,:--,т,а + 
“+a p =1, 0 


A 
2 


де) ал, (5.5.40) 
1=1 1=1 


证 由 式 (5.5.30) 及 杨 格 不 等 式 (5.2.4) 即 得 式 (5.5.40). 口 
$ 不 等 式 (5.5.40) 是 杨 格 不 等 式 在 四 元 数 矩 阵 迹 中 的 推 
>. 
在 定理 5.5.11 中 , 令 m=1, 044 
定理 5.5.12 设 A,ESC?(Q),t=1,;", т, 


т 1 m 

r [e [a7 <rt SLA (5.5.41) 
t= t=1 

А т 1 nr 

2° [tr П А «и >` A," (5.5.42) 
t= i=l 
т 1 

3 = А, "< + Уд, (5.5.43) 
{= 1=1 
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4° [tr П А, | min 
#=1 


1 т " 1 т т 
жч) А, Е А) | 


т £= 


(5.5.44) 
证 1" 在 定理 5.5.11 中 令 aa = a, = AER 
(5.5.41). 


> 在 1 中 把 A, 换 成 Ai 即 得 式 (5.5.42). 

3 由 式 (5.5.35) 及 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 即 得 式 
(5.5.43). 

4 由 式 (5.5.42) 及 (5.5,43) 即 得 式 (5.5.44). D 

注 1 式 (5.5.41),(5.5.43) 均 可 视 为 几何 一 算术 平均 值 不 
等 式 在 四 元 数 和 矩阵 迹 上 的 推广 


注 可 以 举 出 例子 说 明 二 tr D A", (Eu 2) A)" 之 间 
т=1 i t=| 
没有 必然 的 大 小 关系 


、 3 0 0 0 
例如 : 设 Ai = р o): A, = Ë J A; =... = A = 
2 
3 5 ` 
lo o 


Аи sg [3 +63 +1] 


0 2 
l. DS A,” = 工 [32+(1+22)]=7 
т 全 2 
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定理 5.5.13 设 A,ESC?(Q),t=1,…,m, 则 


т L т 
аА" |" |еЦА |, 
maq Q | 5! < Цел, (5.5.45) 
lull А," m t=1 


1=1 
证 由 定理 5.5.10 的 推论 5 即 得 . 
„о 
i£ 可 以 举例 子 证 明 , |w H A”|”， 


«ЇЇ A|" 三 者 之 间 没 有 必然 的 大 小 关系 . 
t=1 
例 1 取 A,= 了 ,t=1,…,m( 之 2), 且 n 之 2, 则 有 
т 1 i m 
e [I a| =п"<л=|«]] a] 
1=1 t=1 
1 
2 一 2 4 
ER ж=2,Ау= ,A2= , 则 有 
2 2 0 1 


tr l А! | , 
t=1 


2 
n 1 上 m 
le JÍ А," | =(3) >35 = |а А, | 
t=1 #=1 
例 2 RA, =1,t=1,;", т(22), В п2>2,Ж 


т 1 
m 
m 
[tr | | A, 
t=1 


1 ш І т 
m m 
=." <= Ы 
1=1 


1 
2 -2 4 0 
жю нА | |a= , 则 有 
-2 2 0 1 n 


2 
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m 


И 2 
el А] 08972022222) =e | A, 
t=i {= 


Из WA =1,t=1, 0, т(222), Н 222 , j 


mo m L 
tJI A, =n<x"=j+r]Í A,” |” 
t=l t=1 
1 
2 -2 0 
ЖА = 12 = , m = 2,9 
-2 2 o 1 
2 
m 2 m 
le II A.|=3> [1 2) =|tr A” ” 
t=1 2 t=1 
1 4 m т 1 
上 述 三 例 表明 , и [[ A”*| 5 |е ПА, le H А” 
i=l 1=1 i=l 
r z p ” 十 m ` ; N 
与 |tr Iarl”, [tr H А.У [tr I] A,” ”之 间 没 有 必然 的 
‘=1 t=1 t=! 


大 小 关系 . 
定理 5.5.14 设 AESC,(Q),aER, 则 
1° 当 A 之 0,a 宇 1 时 ,有 


nl “(trA)<irA<(trA) (5.5.46) 
2° 3 A2Z0,0< a<1 Ff, # 
(trA)“<trA2<< л! (tA) ` (5.5.47) 
3 当 A >0,a<<0 时 ,有 
тА Èn! (А )* (5.5.48) 


证 БА 的 特征 值 为 A1,…, 4,, 由 命题 5.3.1 之 3 IA 2, 
А» Ж А“ 的 特征 值 ,于 是 由 定理 4.3.6 Z 2° ,再 分 别 利用 不 等 


式 (5.2.28),(5.2.29),(5.2.30) 即 可 得 式 (5.5.46), (5.5.47), 
(5.5.48). D 
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在 定理 5.5.14 +2 a 分 别 为 m, 士 ,一 二 ， -m, -1,74 
推论 it AESC, (09), mEN, W 
r 当 A 之 0 时 ,有 


n!” (trA)”SA<trA"<<(trA)” (5.5.49) 
1 1 -L L 
(тА)”<тА”< л "(trA)” (5.5.50) 
2 当 A >0 时 ,有 | 4 | 
trA ” Zn "(trA) ” (5.5.51) 
rA” >n” tl(trA) С” (5.5.52) 
(trA)(trA Dn? (5.5.53) 


定理 5,5,15 设 A, E SC,(Q),s=1,, 2,5 
1 当 和 A 之 0,t=1,…,l,a 之 1 时 ,有 


А [4 
У пд ( >  trA,)° (5.5.54) 


=] s=] 
2 3A20,s=1,:: I ,0<a<1 时 ,有 


i 


У) вА (20)—-() trA.)° (5.5.55) 


ї=1 s=1 
3 4A, >0,s=1, 1, a <0 时 ,有 


1 L 


У) кА ж(тї)!7°(>)тА,) (5.5.56) 
t=1 s=1 
4 当 A,>0,s=1, / 时 ,有 
nl ПА Ке + А, 
aA -ua К ои (5.5.57) 


证 在 定理 5.5.10 #1601 BR, m = 1, 由 其 中 的 式 
(5.5.24) 及 (5.5.25), 可 得 


{ { І 


У) trA<( 2 вде) о 


з=] s=1 
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1 


在 式 @ 中 把 А, 换 成 A,*, 再 把 十 换 成 a 即 得 式 (5.5.54), 同 理由 


式 (5.5.26) 可 得 式 (5.5.55). 由 式 (5.5.48) 及 (5.2.30) 可 得 式 

(5.5.56). 在 式 (5.5.56) 中 令 а= 一 1, 即 得 式 (5.5.57). 0 

| Ж 式 (5.5.55) 是 调和 一 算术 平均 值 不 等 式 在 四 元 数 矩阵 迹 

上 的 推广 .但 须 注 意 ,经 典 的 调和 一 几何 平均 值 不 等 式 不 能 直接 推 
广 到 四 元 数 和 矩阵 迹 上 来 ,好 下 述 不 等 式 

A AY [А-А ө 


在 四 元 数 矩 阵 迹 上 一 般 不 再 成 立 . 比如 , 令 


(5 0 0 1 2 0) 3 -3 O 
Ai=|0 1 0!,А,= |2 5 0|,Аз=|-3 4 0 
0 0 1 0 0 | 0 0 1 

| (5.5.58) 


则 不 难 验证 Ai, A,, A; 均 为 正定 实 对 称 阵 ( 当 然 更 是 四 元 数 自 共 
HEEE) 容易 算得 : 
-15 25 0 
-9 14 0 
0 0 1 
M trA14243= -15+14+1=0,{B trA + кА l+ trAs > 
0, 故 此 时 ,不等式 (* ) 不 成 立 , 此 反例 也 说 明 调和 一 几何 平均 值 不 
等 式 即使 在 实 对 称 正定 阵 中 一 般 也 是 不 成 立 的 ， 

定理 5.5.16 设 AsESC?(Q),a>0,s=1,.…,l,t=1, 
ут, 

1° ma, 221,1=1, m B а + жа, = 和 时 ,有 


т i 
"ШС J“ 


s= 


А.АзАз= 


т 1 

<S (ai) [| E rA (5.5.59) 
t=} з=] 

2 Ela KSl, =l, m B. al 十 … 十 am = 六 时 ,有 
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1 Da) |< I Ü >} «А, (5.5.60) 
1° (5.5.35), (5.5.46), (5.5.28), (5.5.46)74 


Sal ЇЇ (А, 


s=1 


т L 
< || (2 wA, )° 


t=] s=} 


m { 
< Ц 127 (кА) 
t=1 


=(n) "| > A 
:=1 s=l 


故 式 (5.5.57) 成 立 . 
2° 由 式 (5.5,35),(5,5.47),(5.2,29),(5,5.47), 可 得 


[tr Ц (> As)“ |< ll «(> А, )“ 
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故 式 (5.$.58) 成 立 . 
EEH 5.5.16 中 , 令 т = 1, 949 
推论 1 设 A,ESC>(Q),a>0,s=1,*…,l， 
1 Ҷа21 时 ,有 


{ [4 
e( У) А, (2) > trA 
s=l 


5=1 


2 34 0<а<1 时 ,有 


在 定理 5.5.16 中 , 令 /=1, 可 得 


推论 2 it А,Є5С2(0), а,>0,:=1,:--, т, 
r Hal, t=1, m,at +a,= rB, 8 


m 


| tr [I A 
{=1 


m 


Kn m П тА,“ 


t=] 


2 Ща,<1,1=1,:,т,ар + Ta, = r 时 ,有 


[tr П А, | <a” [| тА,“ 
1=1 t=] 
在 推论 1 中 令 /=2, 可 得 
推论 3 设 4,BESC>(Q),c>0, 则 
1° 当 c 之 1 时 ,有 
(А + В) (2и) (тА + В) 
特别 当 а= 2 时 ,有 

tr(A+B)<2n(trA? + В?) 

2° 40<а<1 时 ,有 


(5.5.61) 


(5.5.62) 


(5.5.63) 


(5.5.64) 


(5.5.65) 
(5.5.66) 
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tr(A + B)e<<n! (тА + trB2) (5.5.67) 
特别 当 а= 4,9 

tr А+В</лат/ А+їг B) (5.5.68) 
在 推论 2 中 , 令 т =2, 118 
推论 4 设 A,BESC>(Q),a>0, 则 
P 当 p,g 之 1 时 ,有 


| АВ" | Sn? tq 2trAPtrB? (5.5.69) 
特别 当 p=g=2 时 ,有 | 
| | trA?B? | Sn?trA?trB? (5.5.70) 
2° 当 p,g 志 1 时 ,有 | 
| trA’B? | <<л?7?7{{үА”+үгВЧ (5.5.71) 
特别 当 p=g= 方 <1 时 ,有 . 
В| «ла /A = УВ (5.5.72) 


Æ 5.5.17 Ў А,Є5С2(0),5=1,:-,т,ғ>0, W 
1° 4/22 时 ,有 


т M m 


(>; trA; ) > У) кА; + [(mn)” – тп ]( 


з=] з= 1 5= | 


ГА, |)" 
(5.5.73) 
2 当 0<r<< 才 时 ,有 


тт Hi 


>; тА/> | У) trA, + [(mn )7 — mn (LI [А, | у |" 


s=] =] 


(5.5.74) 
证 l 由 琴 生 不 等 式 的 加 强 不 等 式 (5.2.12), 有 


[È >) МА] Ў Ў aay 
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+ (тп) — тп ){ TI М (A) ]" Ф 


t=] ¿=l 


由 命题 5.3.1 HI 
А, (А) = [А,(А,) ]",1<5< m, 1<t=<n. © 
又 由 定理 4.3.6, 有 
trA, = > А,(А,), trA,= У М (А) @ 
t=1 
|A |= ll А(А,); 1< | Sm @ 


从 而 由 式 中 ,四 ,四 ， @ 即 得 式 (5. 5.73). 同 理 可 证 式 (5.5.74). 
在 定理 5.5.17 P m =1, 可 得 
推论 设 AESC>(Q),rER” , 则 
1 24,222 时 ,有 


(wAY SUA" + ee mA (5.5.75) 
2 w 0< < 方 时 ， 有 

ra —л)]А|” ]” (5.5.76) 
定理 5.$.18 É A,C SC2(Q), а,>0,:=1,:-:, т, 
1° Harte +а„ 218, # 

ll rA Kn” И (trA,)% (5.5.77) 
2° Hajto an= a< R, 有 

П кде" П (trA,)% (5.5.78) 


БЫ) 
Ж 设 A 1 A, 2>-- >a 20 E A, (1<<з<= э) n ME 
值 , 则 由 命题 5.3.1 91,41,4224, 22-24, J A n PE - 
值 .于 是 由 切 比 雪夫 不 等 式 (5.2.42) 及 赫 尔 德 不 等 式 (5.2,17), 有 


m m 


П wras = П У) д 


s=1 г=1 
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=,” [I (trA,)°%, 
故 式 (3$.$.77) 成 立 . 
同 理 , 由 切 比 雪夫 不 等 式 (5.2.42) 及 赫 尔 德 不 等 式 (5.2.18)， 
即 可 得 式 (5.5.78). 0 
在 定理 5.5.18 中 , 令 al=…=a,=a， 
推论 设 A,ESC?(Q),s=1,…,m,， а>+ -M 


m 


П тА" кА, )° (5.5.79) 


== 1 5=1 


ВРИЕ (5.5.79) а= 二 ,可 得 


ПТА ЧАА, Sn” БАА, (5.5.80) 
EE 5.5.19 ФА,Є5С2(0),5=1,---,т,1<а<в, W 


min ДА,А, 12481! |А, | уа 


s= | 


<4 „(к Ў > AP) < mas la (AJ (5.5.81) 


证 А, 的 n PERA 之 )。 之. ‘àn , 1< sm, h 
几何 一 算术 平均 值 不 等 式 及 命题 5.2.2, 有 


„min {А„| < 91! П A ) < 


< тах fàis} 


рү 
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由 此 即 得 不 等 式 (5.5.81). 0 
在 定理 5.5.19 中 , 令 m=1, 可 得 
推论 设 AESCZ(Q),1<a<p, 则 


L 1 -L 上 
А„СА)<!|А | < trA<n “(тА°)* 
-1 1 
=n ° (тА8)'<А (А) (5.5.82) 


Ж 5.5.20 Ж А,Є5С2(0),5=1,:, т, 


т 1 
min {А„(А,)!<(]] А, |) 
SS s=! 


ax [ài (A,)] (5.5.83) 
证 由 宕 平均 不 等 式 (5.2.45) 即 得 . 0 
ЖН 5.5.21 P A.C 0"*",а, >0,:=1,:--, т, В=А|: 

+ А„ M 
“м1 .ll s 
l -+ + 之 1 时 ,有 


B+B* „пуй 1] уа 
"| 2 Јав в) |] [(e(A,*A,)] ° (5.5.84) 


t=1 
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2° wl... l l. 时 ,有 
а1 а 


Qm 
«(#=Р—)<и(в* B) <a "Ш ГАА, J 
i=l 
(5.5.85) 


证 由 式 (4.2.29),(5.4.1), 有 
«({55Р-) =Re(trB)=Re У) 8,(B) 
s=1 


< У) a,(B)=u(B* B)° 
由 式 (5.4.14) 及 Halder 不 等 式 (5.2.17) ,有 


n 


> в,(В)= > as 人 ll A,)< > 1 os(A,) 


J 


п 1 
< || [Ð аА)" 
t=1 s=] 
= Гед, 
t=1 
故 式 (5.5.84) 成 立 . 同 理由 式 (5.4.14) 及 Halder 不 等 式 (5.2.18) 
即 知 式 (5.5.85) 成 立 ， D 
推论 设 AEQ ",:=1,-:, т, "ЄМ, r Sm, WW B= А: 
"А W 
(2 


1 
)<uB* в) 


m L Ll 
< [] [«(А,* AÐ T 

1 

1 < x 
<| (A А | (5.5.86) 


ШЕ Фа = ll, m), r<m ,Ji)# У) L= mi, 
t=1 r 
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故 由 式 (5.5.84) 知 , 式 (5.5.86) 的 前 两 个 不 等 号 成 立 . 再 由 几何 一 


算术 平均 值 不 等 式 即 知 最 后 一 个 不 等 号 亦 成 立 . 


定理 5,5.22 设 4,ESC2=(Q),a >0,5=1, 


‚m, W 
r 当 填 +…+ 二 之 1 时 ,有 
Ql а, 
í m 1 т 
Re(tr >; [[ А„)<|« >; На, | 


т £ т 


А,)<| ә > П A, | 


s=} ¿=1 


т 


1 1 
«(0 (È rA) 
s=} 


t=1 


0 
= 1, 


(5.5.87) 


(5.5.88) 


证 1° 82(5.5.27), (5.5.28) Ж Нӧаег 不 等 式 (5.2.17)”， 


故 式 (5.5.87) 成 立 . 


2° 由 式 (5.5.29) 及 Halder 不 等 式 (5.2.18) ,有 


D Ë al< Йа 
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故 式 (5.5.88) 成 立 . 


| 0 
在 定理 5.5.22 FS т = 1, 04 
推论 1 设 A,E SC2(Q),a € R * , l 
rion, A 
[4 £ 1 
tr >, AS( >] tras)" (5.5.89) 
5= | 5=1 
2° щ о<+<1 时 ,有 
1 1-2, і 1 
tr 2, A,S< (nt) (У) вда) (5.5.90) 
а! 


s=1 
在 定理 5.5.22 h< qi= = a,, = т, 119 
推论 2 设 А,Є5С2(0),:=1,:-:,/,:=1,---, т, 
{ т т і A 
У ПА, |< (X вА," )" (5.5.91) 
s=l ¿=l t=1 s=1 
特别 在 式 (5.5.91) 中 取 m=2, 可 得 


[tr У А,В, 
i=l 


(е > A;2) (tr У) B?) (5.5.92) 


s=1 з= | 


(Ве (= 2; A.B.) (а Ў) А2) (= > В?) (5.5.92 
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Ж 不 等 式 (5.5.92) 与 (5.5.92) 可 视 为 柯 西 不 等 式 在 四 元 
数 年 阵 迹 中 的 推广 . 
定理 5.5.23 W A.C Q" s= l, I .t=1l,",m,p21, 
则 
1 т m 2 1 
|>, tr|( > Aa)” ( > A.)] | 
s=1 t=} t=1 


m 1 
<> [DA AO] (5.5.93) 
1=1 s=! 
证 因为 


aP È Aa) = [SaD 


= [a (Sa) Eao) 
. 1=1 t= . 
其 中 ,=1, п, з= 1,55, 1, РЕЯ 5.4.12 PS p= л, 
利用 上 式 即 得 式 (5.5.93). . 1 D 
在 定理 5.5.23 中 若 诸 A, € SC?>(Q) ,可 得 
推论 1 D A,CSC2(Q),s=1, I .t=1,-",m,p2>1, 


т і 


ГУ > APSE (>) А?) — (5.5.94) 


Ж 在 式 (5.5.94) 中 取 x = 1, 可 得 闵可夫 斯 基 不 等 式 
(5.2.37), 故 式 (5.5.94) 是 闵可夫 斯 基 不 等 式 在 四 元 数 和 矩阵 迹 上 
的 推广 ， 

在 推论 1 中, 取 /= 1, 即 得 : 

推论 2 设 A,ESCF(Q),1=1,…,m,p 之 1, 则 

m 1 т L 
[6e(2> A, |< Ў) (AP)? (5.5.95). 
特别 在 式 (5.5.95) 中 分 别 取 m =2,p=2, 可 得 
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1 1 1 
[tr(A +B)2?]” < (trAP)”+ (tr BP)” (5.5.96) 
МКА ЖА, РЭА + + tA (5.5.97) 
ЖЗ 5.5.24 ЖАЄ 9" ",5=1,:.-,т,2=1,'-,1,р21, 


MI 
[4 Н 21 
p «(27 Aa) (> A,)]! 
<D [Ý wA AD] 
< min У $ [eC Au" As 
t=1 s=] 
i m | > 1 | 
D [2 («(А„* A) 2] | (5.5.98) 
证 “由 式 (5.5.93) 即 知 式 (5.5.98) 的 左边 不 等 式 成 立 ， 
当 p 之 1 时 ,有 0< 少 <1, 于 是 由 式 (5.2.10), 有 
m 2 4 m i 
[Ð (A A У ГАА, Ф 
s=1 s=1 


于 是 由 式 中 ,有 


t=1 s=] i=l. s=} 


又 由 p21 及 式 (5.5.46), 有 
и(А„* Aa) (А А (АА) 


d ШИ 2 1 t т + 1 
DIE AAS <> >) (ААГ O 


”于 是 有 
> [> uta AY] SD [>з AA) @ 
从 而 由 式 @ ,@@, 即 知 式 (5.5.98) 的 右边 不 等 式 成 立 п 


在 定理 5.5.24 中 取 5,Є SC2(Q), 1718 
242 


推论 1 i A.C SC2(Q),s= 1," ,m,t=1,- l, р21, 


[Ë g a< X ($ клу) 


т 


<min| © > (тА„?)”, > [ >) (кА) |, | (5.5.99) 


1=1 з= 1 
在 推论 1 中 令 /=2, 可 得 
推论 2 А, В,Є5С2(0),:=1,:--, т, р21, 


т 1 m L m 1 
| > tr(A, +в.) У) АР)" + ( > Вг)” 
з= | s=] s=1 
<min | Ў) (ыд) Ў (евә), 
5=1 s= 
p earl + [> (aB)°] | 
(5.5.100) 


ЕЎ 5.5.25 ЖА,Є5С2(0),:=1,:-:,т,р,г>0, 
r 34 р21,ғ221 时 ,有 


т 


[«(2 Аг) ]'< (>) ra, )” (5.5.101) 
{= t=! 
2 当 p<1,r<1 时 ,有 


«(У А”) ] >( Ў) вд, у” (5.5.102) 


t=1 


证 1° 由 式 (5.5.46) 与 (5.2.9), 有 
tr( У Аг) <[=( У А) P 
ce=1 t=1 


= ( 5 СА, )'<[ > (trA,)” y 


7 一 1 
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«КУ trA,) | 


:=1 1= 1 


І 
— 
et 
ч 
> 
— 
š 


故 式 (5.5.101) 成 立 . 
2° 由 式 (5.5.47) 与 (5.2.10), 有 


«(У А") [ul( > Ar) Ü 
t=1 t=] 


m 


= (> uA )>[ > (trA,) ]” 


t=1 


т т 


>[( wa, = (Ў va)” 


t=] i=l 


故 式 (5.5.102) 成 立 . 0 
EE 5.5.26 设 A,BESC>(Q), 则 
1 1 
2 2 
КОШЕ Кл Кул 
(RetrAB)2 (5.5.103) 
证 因为 当 4,BESC>(Q) 时 mm(A)=) (A), 2, (В) = 
д,(8),:=1,---, п, ДЕЕ 5.4.13 PS k=n PEREM. 0 
ЖЕН 5.5.277 ЖА,Є5С2(0),:=1,--:,њһ, W 


«А2 да) (5.5.104) 
证 由 式 (5.5.39) 及 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 , 有 . 
2Re(trAB)S<Q2(trA2)2 (trB2) <А? + tr B2 


于 是 有 | 
2Ке(тА,А, )<тА,? + trA,?,s,t=1, ,nm 
从 而 有 
Re(tr(A + A? —2АА,));20,5,г=1,‚т 
进而 有 
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_ Re(ur( A: +A -2AA,))2: 由 


ñ ee аба РИ | 

= > Re(u(A¿ + A -2AA,)) @ 
AROOM 有 о 

к(а nha) е 


注意 到 十 $) лї, (15А) € sch(Q) Mis *@ m= 


(5.5.104) 成 立 . n 


Ж 式 (3.5.104) 是 平方 平均 不 等 式 在 四 元 数 和 矩阵 迹 中 的 推 
Г. 


$5.6 vs E ik 65 < < (П) 
EPEE И ИЛ Н ЖЕЕ РЕШ ИЖИ IE E SE БЕ) E 
不 等 式 . 
一 、 四 元 数 半 正 定 矩 阵 圈 积 迹 的 若干 不 等 式 


先 回 忆 一 下 矩阵 圈 积 的 定义 : 


Ё А=(а„),В=(5)Є QX" M| А УВ HARA BEX 
为 


А°В=С, 2260607 
其 中 су=ар б, i j=l 
为 了 方便 ,我 们 把 m АИКА, ° А, °": ° An 简单 地 
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记 为 QA, 即 : 
' m A 
ОА; =A; ° A2 о.о A,, (5.6.1) 
EH 5.6.1 设 AC SC2Z(Q), g ER ,j=1," ‚т 
B > аг =r, M: 
i=l 


m 


Juĝa; |< (tA y (5.6.2) 
j=1 
т la. а. 
或 [r QA |" < II (пА; 7)? (5.6.2)' 
j=l 


证 因 Aj ESC(Q), j=1,", m, MARE 5.3.1 Ж], 
A € 90209), (1) т, т ЄМ) (АСА) 1,21, 
就 是 Aj л 个 特征 值 ,于 是 由 定理 4.3.6 之 2" 有 ， 


trA; ”= > [aCA] 1. = 1, m @ 
i=l 
É 和 


e QA |= Йа a @ 


注意 到 =й) таваа Holder 不 等 式 
(5.2.17) ,有 
> 101 Й i (X 1а) @ 
由 定理 5.4.1, 有 ЕС 
10 È абау), ауы Ф 


Ё rZa 21(1<у< т), ЕН УЛ 5.1.13, 定 理 4.2.8 及 式 
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D, 38 
> | а?) | п/а > (s; AD) 


n ` 
= > (A (A; = trAZ7 j=l: @ 
于 是 ,由 式 @,@@,@@ 即 知 式 (5.6.2) 成 立 . 在 式 (5.6.2) 中 把 
Aj 换 成 A}”, 即 得 式 (5.6.2)”. 0 
定理 5.6.2 设 AESCF(Q),j=1,…,m, 则 
r 4 0<a,<1(1<%<;<m)B > oj 之 1 时 ,有 
Әл l< I Сед) (5.6.3) 
j= }=1 
或 «Од, |< [| (тА;)»% (5.6.3) 
j= j=i 
2 щ У a,= r<1 A 
i=l 
ОА, «а (1241 у? (5.6.4) 
J= j=] 
或 |А |<" (е, (5.6.4) 
j=1 j=l 


证 1° 因 AjE€ SC 之 (Q),j=1,…,m, 则 由 命题 5.3.1 知 ， 
A; SE SCZ(Q),(1<;<m), В[А;(А,)]5(=1,:-, п) 
Ail 的 ?个 特征 值 , 于 是 由 定理 4.3.2 之 2 有 


trA;!7% = У (ACA) S, j=l, ,mm D 
izi 
Ë А; = (202), „(1% т) WER.1.290)5(1.1.19), 4 
|eQA;| = | >; П a| 9) < > TE || @ 
7 i=l j=l i=1 jal 
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注意 到 Y) a21, FEH Helder 不 等 式 (5.2.17) ,有 


- > П laj? | < TI (> |a 1) (Š 
j=l i=j 


i=l jsl 


由 定理 5.4.1( 即 式 (5.4.1)), 有 
k k 
D la |< >) (А) SISm, 1<Ё<л 
i=j i=] 


Н 0<а<1 Ж 1/а„>1(1<у< т»), ER, 5.1.13, ЕШ 
4.2.8 RAD, Я 


У Та о У [e (ADJ = Ў [a (А15 
¿i=l i=l i=) 
= 2 АСА 9) = +trA;ls @ 
从 而 由 式 @ ,@@, 电 , 即 得 
БеяЕ П (А15 уз 0 
j=1 


A (5.6.3) 成 立 . 在 (5.6.5) 式 中 把 А, 换 成 A 即 得 式 
(3.5.3) 


2° 当 > а= r<ç1 时 ,由 Holder 不 等 式 (5.2.18) ,有 
i=1 


> П ЕИ! (>) (az G) yle; ) @ 
且 这 时 显然 有 0< a; <l, 从 而 14а,221(1<3 <), KEDE 
立 . 于 是 由 式 因 ,加 ,图 , 即 得 式 (5.6.4). 在 式 (5.6.4) 中 把 Ai 换 
成 4 六 , 即 得 式 (5.6.4) n 
在 定理 5.6.2 中 , 令 а; = а(3 = 1,5, т), 948 
推论 1 设 AESC, (Q), A 20,j=1,,m, WJ 
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1° 当 L<<1 Hj, £ 


[OA |< II (trAj sy (5.6.5) 
БЕ П (trAi )* (5.6.5) 
2 wa < 时 ,有 
Ql<m "1 (trAj'®S) (5.6.6) 
[655 |<!" “I (trA;)° (5.6.6) 
j . 
3 Irs |< H (trA;) (5.6.7) 
4 |Ó |< ЇЇ аду)" (5.6.8) 
Бе < (trA;)” (5.6.8) 


在 定理 5.6.2 中 令 m=2, 04 
推论 2 设 A,BE SC,(Q), A, B20, p,q >0, 则 


1 当 工 , 工 <1, 工 + 工 >1 时 ,有 
q р 9 


P 1 1 
|тА°В|< (аА?) (үг ВТ)" (5.6.9) 
7 当 二 +1-,<1 时 ,有 
p q L ñ 
|tr(A° B)| Sni" (+rAP) (еВ) (5.6.10) 
特别 在 式 (5.6.9) 中 令 p=g=2 时 ,有 


+ 1 
(А ° В)|<<(гА?) (tr B2) 2 (5.6.11) 
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注 A%3K(5.6.11)8 N ОЛ (Bellman) P EA E |ü Ju ЖОН 
阵 中 的 又 一 推广 形式 ， 


定理 5.6.3 Ж А,Є5С?(0), а>0,ј=1,:-, т,а+ 
+ am = r, 则 


Бек > Siras (5.6.12) 
证 ”由 式 (5.6.2) 及 杨 格 不 等 式 (5.2.5) 有 
ОА |< II (trA”/s;)%; r< > "ду 
在 上 式 中 把 A 换 成 As ,并 利用 命题 5.3.1, 即 得 


[QAS |< 2 “ira; 
= 
在 定理 5.6.3 中 令 r=1, 则 得 


推论 ЖА,Є5С2(9), а, >0,;=1,:-:, т, В У) а; = 1,1 
， - j=l 


Ке У ajtrAj (5.6.13) 

J= j=l А 
Ж 15 (5.6.13) +, m =1, 即 得 杨 格 不 等 式 . 故 式 
(5.6.13) 是 杨 格 不 等 式 在 四 元 数 和 矩阵 中 的 又 一 推广 形式 . 
定理 5.6.4 设 AiESC>(Q) j=1,; m, Йі 


m 1 zn 
| ПОА; |<tr (> >) А) 
j= Fer 


(5.6.14) 
m 1 m 
БОА У) шд, (5.6.15) 


т m 1 m 1 
tr (去 4)> min| | QA” | ,| trO |" 
M үш j=1 у? 
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(5.6.16) 


证 在 (5.6.13) 式 中 令 < = 二 即 得 式 (5.6.14). 由 式 
(5.6.7) 及 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 ,有 


абл" “(Д tA) "<1 УА, 
t j=1 


8Х\5.6.15)55/.ЕҢ2\(5.6.14)-5(5.6.15)Щ (5.6.16). П 


注 式 (5.6.14),(5.6.15) 均 为 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 在 
四 元 数 和 矩阵 迹 中 的 又 两 种 推广 形式 . 


定理 5.6.5 W А,Є5С2(09),ЄР*,;=1,-:,т,і=1, 
"L, У аз = т, 
j=! 


«бл < (BeA; з” (5.6.17) 
证 HRC 1.20) EH 5.6.1 Ж Holde Жара (5.217), 
8 
L i А { 
(rX ОА, | = | ге > | ОА, | 
< > Š (trA; ría )® /r 
t=} j=l 
< П (> дуу” 
j=1 rl 
故 式 (5.6.17) 成 立 . 0 
在 定理 5.6.5 中 把 А, 换 成 A;!", 由 命题 5.3.,1, 可 得 
推论 W A ESCF(Q) ER? ,j=1, ,mm,t=1,.…,1, 
У) а; = ғ, M]; 
J=1 


(>t ГА, 1/9) (5.6.18) 


= Ц t=! 
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定理 5.6.6 设 A Є9С2(9), a ER' ,j=1,",m,t=1, 


1,04 
1 ®0<а;<1(1<у©т),, 2218,89 
DOA |< Й ( з тА„''®)” (5.6.19) 
或 DË AS |< П (><, )5 (5.6.19) 


2° 4 > a;=r<1 时 ,有 


«блр 104%) (5.6.20) 


或 «бли |< я 1)" (Dun, ,) (5.6.20 


证 由 式 (1.1.29), 定 理 5.6.2 之 1 Ж Hahder 不 等 式 
(5.2.17) 即 得 式 (5.6.19). | 
由 式 (1.1,29) ,定理 5.6.2 Z 2° K Həlder 不 等 式 (5.2.18) ， 


= КЕ | Sa K 
故 式 (5.6.20) 成 立 . 0 
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在 定理 5.6.6 Рт), 可 得 
推论 Б A.C SC2(Q),j= 1," ,m,t= 1, 1, 则 


D бд, |< ii (Yra, y (5.6.21) 
二 li=! j=1 221 
特别 地 ,在 式 (5.6.21) 中 取 m =2, 邑 得 


бл ° B,)|< ( («Ја )(e > B2) (5.6.22) 
或 Re(w (А, ° B,))< ру ° B,)| 


< (У) А2) («У B2) (5.6.22) 


Ж 不 等 式 (5.6.22) 和 (5,6,22) 是 柯 西 不 等 式 在 四 元 数 矩 
阵 迹 的 又 一 推广 形式 . 


二 、 四 元 数 亚 正定 矩阵 迹 的 几 个 不 等 式 
先 给 出 四 元 数 亚 正 定 矩 阵 的 定义 ， 
HAER”, ја R(A = 1(А+А" ) S(A)=+(A- 
A*) mi : 
A=R(A)+S(A) (5.6.23) 
HR(A)€ SC, (Q), S(A)€ 8С; (Q), rh SC- (Q) = 


1AEQ2"14 = - АННЕ. 
EX 5.61 W AG Q. Ж V0Zx= (z, z) € 


О", Re(z * Az)2>0(2>0), МЖ A 为 四 元 数 亚 ( 半 } 正 定 和 矩 
阵 ,” 阶 四 元 数 亚 ( 半 ) 正 定 矩 阵 的 全 体 记 为 Р2(9)(Р2(9)). 
ЕЙ 5.6.1 


F ЖАЄР2(9), BEQ” Ей, B* АВЄР2(9); 
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2 车 AEP>(Q),BE Q"x" 且 可 道 , 则 B* ABE P? (Q). 
证 Ú ЊАЄР2(9), 9 YOA = (2) € Q", 
4% у= Вх, В ÆA y0, А Ке(у* Ау) >0,й& 
ВКе(х* (В* АВ) х) = Ке(у* Ау) >20 
因此 B* АВЄР?(9). | 
2° 同 理 可 证 . О 
ЖЕЙ 5.6.2 i АЄЗС; (0), Шух = (r1, tn) Є 
Q"*!, 有 
Ке(х* Ax)=0 (5.6.24) 
且 有 Re(trA)=0 (5.6.25) 
证 由 AESC;(Q), 则 A* = - A, 于 是 对 Yz= (xi,…， 
xz) EC YX1, 有 zx*Ar=x*A*zx= - х* Ах, Ве(2* Az)=0. 
即 式 (5.6.24) 成 立 . 
设 A=(ajy), 由 A*= -AÑ ai= uin), МҮ 
аң +ан=0,К Re(a;)=0, 因 此 
Re(trA)=Re( У) а) = У) Ке(а:) =0 
i=l i=l 
故 式 (5.6.25) 成 立 ， g 
命题 5.6.3 
1° AEP? (Q)SR(A)ESCÌ (Q) 
2 AE P#(Q)SR(A)€ SCZ(Q) 
证 由 式 (5.6.23),(5.6.24), 有 
Re(r*Ar)=Re(z*R(A)r+x* S(A)z) 
=Re(z Р(А) х=) + Ве(х* S(A)x) 
= Ке(х* Р(А) х) +0= Ве(х* К(А) =) 
=хж*ЁЮ(А)х (5.6.26) 
于 是 ,由 定义 5.6.1 及 式 (5.6.26), 即 知 命题 成 立 . 0 
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命题 5.6.4 设 AEP>(Q), 则 存在 UE Un" ,使 


aI + bii, x< 
U* AU= ' 


. | ‚а b ЄК,а, >0,,20,1<1%п, 
а„ + bi 


(5.6.27) 
证 首先 由 定理 4.1.4 a, FE UCU”, i 


а + bi x 
U* АЦ = : 


. арек, b,2Z0,1<:=<n 
аһ + 6,1 


令 e1=(0,…0,1,0,…0)",1 处 在 第 t CAEG, e,n), FE 
z,= LUe 天 0, 则 由 AEP2>(Q) ,就 有 
0 <Re( z, * Ах,) = Ве(е,* (U * AU)e,) 
=Re(a, t b,i)=a,,1<z#=<n 


由 此 知 本 命题 成 立 ， ü 
ЖЕ 5.6.5 设 AEQ"*", 则 
1° Re(trA* )= Re(trA ) (5.6.28) 
2 Re(trA)=trR(A) (5.6.29) 


证 1 ЖА = (а;), 


Re(trA * ) = Ве( > as) = Re( > аи) = Re(trA). 


2° 由 式 (5.6.23) 及 命题 (5.6.2) 之 2 ,有 
Re(trA)=Re(trR(A))+Re(trS(A)) 
=Re(trR(A))+0 
=trR(A) D 
命题 5.6.6 АЄР?(О)еХ V: >0,8 sl, + A.C P>(Q) 
证 “一 ”显然 成 立 . 
“=” RI V e>0,el, t AE P?(Q), 则 对 任意 0 关 x = (11, 
e r EQ E 


255 


e( ziz! +' Tr) + Re(z* Ах) >0 
在 上 式 中 , 令 s 一 0”, 即 得 


Ке(х* Az)Z0 
故 АЄР?(9) o 
命题 5.6.7 设 SE SC;(Q),4 是 S 的 右 特征 值 , 则 
Ке(А) =0. 
证 设 0 关 xE Q"*! 是 S АТНА 的 特征 向 量 , 则 
Sx = zÀ 
于 是 有 | 
А" = (24) х=(5х)!\х=(5х)*х 
=+*&*x=-x*Sr=-x аА 
又 0 关 x* XxER, 故 由 上 式 即 得 4= 一 和 A, 所 以 Re(4)=0. D 


推论 #56Є5С, (Q), W S 必 有 和 零 实 部 、 非 负 虚 部 的 ( 复 ) 
右 特征 值 . 
证 由 定理 4.1.2 与 命题 5.6.7 即 得 . n 
命题 5.6.8 B S€SC;,(Q),r,y€ Q", b€ R  , Sr 
= bizi, Sy= byi, # 0170, z" y=0. 
证 因为 | 
biz у= - (zb) у= - (8х) * у 


= - r* 8* у= х* у= ж * ура Ф 
i ж* у= ау+}а2бау,аЄ С) 
ЖОЖ А018 ^а + blijaz = b2a1i+j(b2a2i) @ 
由 式 @ 得 (bi~ by)ali=k(a1t+ b2)as=0 @ 
故 得 а= аз =0 
因此 т*у=0 0 
Ж 5.6.9 j 5656; (О), ҮРЕ UEU”, BE 
U SU = diag( bii, t, bpi) 0S6, ЄРА,1<е<л 
(5.6.30) 
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证 对 3S 的 阶 数 n 采用 数学 归纳 法 . 
X n=1 ff}, S=(q),q=a +азі+аз) +акЄ О, Нд = 
- а, Маз =0,9 =a + аз} + ак, РАНЕЙ 1.3.7 知 ,存在 
0:6 Q, tE 
+ lqa=atbi= bi 
其 中 b= аг +a +a} 20, z !x=1. 这 表明 z = 1 时 ,命题 
成 立 . 
假定 n= p2>1 H, EN ÑA. n = p +1 时 ,由 命题 5.6.7 
的 推论 知 ,可 取 S 的 一 个 右 特 征 值 M; = bil 20), ER S 的 属于 
41 的 一 个 单位 特征 向 量 x, 令 
ж-=|у›Є 0°*!]у* z=0] 
显然 z+ 构成 Q 上 的 右 向 量 空间 , 维 数 是 p , 现 取 x-+ 的 一 个 正 交 
单位 Q RÆ y, yp HEN E 
US (z, ytt ур) 
则 U € QUTD C+D, Бр 
usus") 
显 见 S, Ж p NAER, BARE, A UEU’ ,使 
D>" S, U, = ав(6,1,---, 6,11), 6220,2, р+1 


1 
A = 
令 U ul б) 
则 UE UP+Dx(p+1) ,使 


U` SU =diag( bii, Фе, Бу 1) b 20, 1S1 р +1 
归纳 法 完成 . 0 


命题 5.6.10 DAC Q JJ AE P》(Q) 的 充 要 条 件 是 存 
ТЕ пу Е PeQ*n J# 
R(A)=P*P, S(A)=P*diag(i i, ,ià„)P, 
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A=P*dag(1+iA pes 1+ ia DP, АЄР,#=1, n 
证 充分 性 是 显然 的 .下 证 必要 性 . 
设 АЄР2(9), ДАНТЕ 5.6.3 9 R(A)E SC>(Q), 于 是 
由 定理 4.3.2 ,存在 可 逆 阵 PEQ**, 使 R(A)= P, * P, , $ Q 
=Pi-1, 则 有 Q*R(A)Q=1, 因 S(A)ESC; (9), M Q'S 
(A)QE SC; (Q). 由 命题 5.6.9 知 ,存在 UE Ur" ,使 
U*Q*S(A)QU =diagliài, ia) AER, IStSn Ф 
且 仍 有 U*Q*R(A)QU=I,, Ө 
令 P =QU, Р, 仍 可 道 , 且 
Pi АР; = P,* В(А)Р,+Р,* S(A)P, 
=diag(1+iA1,,1+ia,) | @ 
令 P=P ‚РЯ, А P=U*Q TERRO, ®©, 
OR] 
R(A)=(Q*) 'ULU* Q '!=(P;,"!)'P, '=P*P, 
S'(A)=P* diag(iA iA, )P 
A=P*dig(1+iAi l 1 +i), )P 
故 命题 5.6.10 成 立 . g 
命题 5.6.11 R ACP7(Q), TEQ", АТ, Д]. 
Т*АТЄР?(О). 
证 У052= (01, 7, 2 EQ, $ у= Tr, T W 
їйї, уз0, 9 АЄР? (0), А Ке(у" Ay)>0, 于 是 有 
Re(z (T АТ) х) = Ве(у" Ау) >0, 
因此 T*ATEP?(Q) n 
定理 5.6.7 设 AEP>(Q), 则 
Re(trA‘)< (Re(trA))* ,k=1,2,3 (5.6.31) 
证 由 AEP>(Q) 及 命题 5.6.4, 存 在 UEU”, (Ë 
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а1 + Бү, x 


U*AU= . ,а,,6,ЄЕ,а,>0,1<:<п Ф 


An + bpi 


4 k=1 Rf, R(5.6.3D ERRAZ. 当 有 =2 时 ,由 式 (4.2.27) 及 式 


中 ,有 
Re(trA2) =Re(+rUU * A?) = Re(trU* A? U) 
=Re(trU* AUU* AU)=Re(tr( U* AU)2) 


=Re( > (a,+ 6,1) = > (a-b) 


HEH 4.2.10 之 推论 1 及 式 @, 有 
(ReltrA))?= (ReltrU* AU))2= ( У) а> 5 аг 
= 1 t= 


于 是 由 式 @ ,@ , 即 知 当 =2 时 , 式 (3.6.31) 成 立 . 
当 &=3 时 ,由 式 (4.2.27) 及 式 @ 有 


Re(trA3)=Re(tr( U* AU)’)= Re( У) (a, + 6,1)3) 
一 У) (a? — 3a b 2)< У а 
由 定理 4.2.10 之 推论 1 及 式 @, 有 
(Re(wA) = (Ке АШ)? = (È a) > È аз 


t=l 


ТН, ОВ k =3 时 , 式 (5.6.,31) 成 立 . 


i£ 当 & 之 4 时 , 式 ($.6.31) 不 一 定 成 立 . 例如 : 令 А 


28 96 
— 96 28 ,于 是 有 


trA4=28+28=56>16=24= (пА)* 


Ë TIa A 是 亚 正 定 阵 , 且 | 
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© 
0 


定理 5.6.8 Ë АЄР2(0), Л 
ReltrAt)<S(ReltrA))*,k=1,2,3 (5.6.32) 
证 对 任意 实数 。>0, 因 AE P?(Q), 则 由 命题 5.6.6 Ж, 
el,+ AEP7?(Q), 由 定理 5.6.7, 有 
Re(ltr(el, + A) )S(Reltr(eI +t А)))*, 6 =1,2,3 


在 上 式 中 , 令 e—0t , 即 得 式 (5.6.32). n 
定理 5.6.9 设 AEP?(Q), 且 A 的 谱 值 都 是 实数 , 则 
Re(trA*)<(Re(trA)): ,k=1,2,.: (5.6.33) 


证 因 AEP>(Q), 且 A 的 谱 值 都 是 实数 , 则 由 命题 5.6.4 
知 ,存在 UEU” ,使 


Al x 
U*AU= 


‚4‚>0,1<<п © 


n 


由 定理 4.2.10 之 推论 1 及 式 人 有 
Re(trA*)=Re(trAUU * A: UU * АІЛЈ*) 
=Re(tr(U* AU)(U* AU):…(U* AU)) 


=Reltr(U* AU)*)=Re( > дА) © 
又 由 定理 4.2.10 之 推论 1 及 式 , 有 
(Re(trA))*=(Re(trU * AU)) = Í É a J. @ 
由 琴 生 不 等 式 (5.2.9) 知 , 当 k 之 1 时 ,有 с 
Уа (5 а) Ф 
于 是 ,由 式 @,@,@, 即 知 式 (5.6.3) 成 立 . D 


用 el +A 代替 A, 并 采用 连续 性 的 方法 ,由 定理 S.6.8 可 得 
推论 设 AEP3(Q), 且 A 的 谱 值 为 实数 , 则 


Re(trA*t)&(Re(trA))*: ,k=1,2,.… (5.6.34) 
260 


定理 5.6.10 设 AESC>(Q),BEPF(Q), 则 

1° Re(trAB) = Re(trAR(B))20; (5.6.35) 
2° Re(trAB)<trA *Re(trB). (5.6.36) 
证 1 由 式 (5.6.23), 有 

Re(trAB)= Re(trA(R(B)+S(B))) 


=Re(trAR( B) +rAS(B)) 
=Re(trAR(B)) + Re(trA B -B - ) 
= Ке(тАК(В)) ++ Re(u(AB — AB*)) Ф 


因 AE 5С2(О),Ш A* = A, 于 是 由 定理 4.2.10 之 推论 1 
及 式 (5.6.28), 有 
ReltrAB* ) = ReltrA * B* ) 
=ReltrB A* )=Re(tr(AB)’* ) = Ве(тАВ) 
由 上 式 知 Re(tr(AB ~ AB*))=0 © 
于 是 由 式 由 ,@ ,得 
Re(trAB)=Re(trAR(B)) @ 
НЯ 5.6.32 ЖАЄР2(9) Ж, К(А)Є 5С2(9), Х 
ВЄР?(0), д1 К(В)Є 5С2(0). АТТЕН 4.3.22 9 
Re(trAR( B))Z=0 @ 
于 是 由 式 @@ ,由 得 
Re(trAB)=Re(trAR(B))2>0, 
故 式 (5.6.35) 成 立 . 
2° 由 式 (5.5.39) 及 式 (5.6:29), 有 
ReltrAR(B))<trA:trR(B)=trA:Re(trB) @ 
于 是 ,由 式 (5.6.35) 及 式 加 即 知 式 (5.6.36) 成 立 . 0 
EH 5.6.11 设 AESCZ(Q),BEP>(Q), 则 


" 2 x -l 
Re(urAB)<C(trrA2)2 [Reltr Ë +BB | (5.6.37) 
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证 由 式 (5.6.36) 与 (5.5.39), 有 | 
Re(trAB)=trAR(B)<(trA2)° гесе)? Ф 
”又 由 式 (5.6,29), 有 
B+B’, 
2 
=-1и(В°+В*В+ВВ* +(В*)°) 


(Е(В))? =tr( =-үи(В+В*)(В+В*) 


= (В+ (В?)*)+-ке(В*В+(В* В)”) 


=-тЕ(В?) +t 二 tr(BB*)=tr кеВ: ВВ" + 


В? үз: )) 


) 


=Re(tr( @ 
ҒАН, (5.6. DRT. D 
定理 $.6,.12 设 ASSC"(Q)， BEP>(Q), 则 


(Re(trAB)) <Reltr А5 В 


证 由 定理 5.6.9, 有 
O<Re(trAB)<trA:Re(trB) 
由 上 式 及 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 , 有 


(Re(trAB) (вд "Re(trB) 1 (trA +Re(trB)) 


=Re(tr 45-8) 
故 式 (3.6.38) 成 立 . 0 
ЖЕ 5.6.13 #АЄ5С2(9),ВЄР2(0), W 
Ке(и(АВ)%)<(Ке(иАВ))*, = 1,2,3 (5.6.39) 
证 НАЄ5С: (0), НЕЯ 4.3.22 3°, FEAE P, € 
Q" ,使 А=Р|Р,* Ф 
因 ВЄР?(0), Н 5.6.1 之 了 知 ,Pi ВР,ЄР2>(0), F 


是 由 命题 5.6.8 知 ,存在 可 逆 阵 , QE Q" “>” ,使 
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) (5.6.38) 


Р,* ВР, = 9“ бав(1+1А,,""",1+14,)0,А,ЄЕ,1<1<л 


@ 
记 P= Pi-1,D=diag(1+ihl l 1 +1А„) ‚ЖИН KQ, 48 
B = P* Q* DQP @ 
于 是 由 式 @ ,四 ,有 
AB = P,P, * P* Q * DQP = P “`! Q * DQP @ 
从 而 (АВ)? = P -!Q* DQPP `! Q * DQP 
=P -!(Q* DQ)(Q* DQ)P 
=P !(Q* DQ)? P @ 
同 理 (AB):= P !(Q'* DQ)°P @ 
HAOS Q* DQ= (P71)* pP `! © 


H BEP>》(Q) 及 命题 5.6.9 知 ,(P 1)* BP l€ P?(Q), 从 
Wm H = Q 8, Q* DQ € P> (Q), ХОЯ, (АВ)? 相似 于 
(9* DQ) ,于 是 由 定理 4.2.10 之 推论 1, 定理 5.6.7 及 式 四 ,有 
Re(tr( AB)2)= Re(tr( Q * DQ)2) 
<(ReltrQ* DQ ))° 
=(Re(trP iQ* DP))2 
= (Re(trAB))° 
同 理 , HROM, (ABY #8 fB F (Q * DQ), 于 是 由 定理 
4.2.10 Ż HEE 1, EA 5.6.7 及 式 四 , 仿 上 即 可 得 
Re(e(AB)3)< (Re(trAB))3 
因此 , 式 (5.6.39) 成 立 . 0 
定理 5.6.14 Ü АЄ5С2(0),ВЄР2(0), H 
Ке(и(АВ)*)<(Ве(тАВ))*, = 1,2,3 (5.6.40) 
证 仿 定 理 5.6.8 之 证 明 , 利 用 定理 5.6.13 和 连续 性 的 方法 
即 可 证 得 . ü 
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85.7 DAREI < 5 Жар = 


Жз АИ А К Ы) ЖИЛ 
等 式 . 
定理 5.7.1 设 A,BESC>(Q),aER, 则 


1° 当 a 之 上 时 ,有 


n 


Ia +B|">|A|*+|B|° (5.7.1) 
2 4 0<a <t. 
|A + В |22510 д |+] B|“) (5.7.2) 


证 НА,ВЄ5С2(0) КЕ 4.3.62 7° А [220, 18| 
>20, BH EJE 4.3.11 知 ,存在 可 逆 阵 РЄО" "1 


| r< @ 


À) 
э, | А,20,1<:<л ©) 
Àn 


于 是 ,由 定理 3.3.11 之 推论 及 式 四 ,四 ,有 
|P*P||A+B|=|P*(A+B)P| 
=|Р* АР+Р*ВР| 
= || C6,+2,) © 
1=1 
ЖФ бү=-е= 6, = 1,06. =" = 6,„=0,А,;50,1<т<л. 
1? 当 a 之 二 时 ,由 Halder 不 等 式 (5.2.28) ,有 


Шота Шау е 


t=l 
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FEIRO, O, O, OREH 3.3.11 之 推论 ,有 
IP* PIa +В" S(T ay ay 
= |Р*АР|[*+|Р* ВР | 
= |Р"РІ“(А|" +181) 


由 于 P 可逆, 则 |P*P|>0, 故 在 上 式 中 消去 |P*P|, 即 得 式 
(5.7.1). 


2° "0 < < -时 ， 由 Halder 不 等 式 (5.2.29) ,有 


Шә] >i aa] © 

于 是 由 式 ,@, 加 ,加 ,及 定理 3.3.11 之 推论 , 仿 1 之 推导 即 得 式 

(5.7.2). 0 

推论 #А,ВЄ$С?(О),А>В,(Ш A —- B€ SC2Z(Q)), 
«ЄР, 


Г alt, 


А - ВІ“ |А [° – |B|" (5.7.3) 

特别 有 |A|°2| B|“, [А1218] (5.7.3) 
2 4 0<a <1L 时 ,有 

[A- B|s<2' | ale - | B|“ (5.7.4) 


证 1° 由 式 (5.7.1), 有 
|А]|“=|А-В+В|“>|А-В|°+|В|“ 
由 此 即 得 式 (5.7.3). 
2° 由 式 (5.7.2) ,有 
[А [= 1А - В+ В [22% 1(|А –- В|) + |В) 
由 此 得 式 (5.7.4). 0 


ЖН 5.7.2 ЊЖА,Є8С2(0), I< I<, o> -, 则 
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| “> УМА, | = У) (5.7.5) 

证 用 数学 归纳 法 证 之 . 当 m=2 时 ,由 定理 $.7.1 之 下 即 可 
得 式 ($.7.5) 成 立 . 现 设 2 委 户 委 & 1 В, 20(5.7.5) лл. 4 > 
=& 时 ,由 于 Ai+…+A_IESC2=(Q), 于 是 由 定理 $.7.1 之 | 
及 归纳 假设 ,有 | 

|AAt- +A, ITA |° BJA teet Alt [А, |“ 

|A t+ |A- |A, |° 

于 是 便 证 明 式 (5.7.5) 成 立 . 0 

在 定理 5.7.2 中 分 别 令 а=, 1 ,可 得 

推论 Ü A,€ SC2Z(Q),1<:< Jl 


L m 
> | А," = > | A, 
t=] 


X 1А1< | УА, | (5.7.7) 
EH 5.7.3 E AC SCZ(Q) a, ER ILLM 1, 


т 


УА, 


1 l 
< ” (5.7.6) 


iM: = 


则 


1° ЩА,20,а, >0, 1 Ss Sm, 1K Sk, a t` “+ а> 时 ， 
有 


(5.7.8) 


2° MA0, а, РНИ ++ ар = „1 
п 
时 ,有 


m 5 


‚П |A; Е! 


т 


(5.7.9) 


3° yA 0. <0, нар tar 
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m 


k 


k a m a 
M 1А >т" |>) Al (5.7.10) 
t=] :=1 


s=} 1=1 


证 1 F As € SC? (Q), инан 5. 3.1 知 , А" € 
5С2(9),1<:<т,1<:<2; X а + “+a 之 二 , 则 na, 十 + 
ло„:21, FE 8 Holder 不 等 式 ($.2， траат, 


Ци Ў Це (ТА, 
Ei geir 


ч 
0 


= 


st 


š 


故 式 (5.7.8) 成 立 . 


2 利用 Halder 不 等 式 (5.2.18) 及 式 (5.7.6) 即 可 得 式 
(5.7.9). 


3 由 A,>0, 有 |A。|>0, 于 是 由 式 (5.7.6), 有 
0< D 1А, "| Ў д, |< 
= 1 s=) 
因 ww<0(1 委 xz 上 委 &), 则 由 上 式 有 
т 1 
(> lA, |") "> 
于 是 由 Halder 不 等 式 (5.2.21) 及 式 人 有 
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СД 
m!” nr 


故 式 (5.7.10) 成 立 . 

i£ 在 定理 5.7.3 中 令 n =1, 则 得 Holder 不 等 式 (5.2.17)， 
(5.2.18), (5.2.21). 故 定理 5.7.3 是 Holder 不 等 式 在 四 元 数 矩 
阵 行 列 式 中 的 一 种 推广 形式 . 

在 定理 5.7.3 中 令 ау =. = ар = а, 118 

推论 1 it A.C SC2(Q),1<;<m ,1<:<k,a C R, 


1 4A, >0,a >M, E 


k m 
> П] А ПА, (5.7.11) 
t= ;=1 
2° 3 A20, 0<a< Le, 8 
т k m 
> II |A |ә! || |$) А„|* (5.7.12) 
t=] s=] 
3 ЩА, >0,a 和 0 时 ,有 
m k k m 
> 1 Ает =] | 4s| (5.7.13) 
s=1 c=] t=l s=l 
在 推论 1 中 , 令 &=1, 可 得 
推论 2 W A,€ SCZ(Q),1<;<m,a€ R M 
1° %A.20,42-1 8, 8 
(5.7.14) 


2° 4A, >0,0<a <in, A 
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s^ 


> [Ае | Km" (5.7.15) 
3° AA 50. оня 
> Ar| >m] А,“ (5.7.16) 
特别 当 а 19 
s| ° > |А, | 2m"! (5.7.17) 


在 推论 1 Pen т= 2,9148 
推论 3 ВА,, В,С 9С2(09),1<:<А,аЄЕ, M 
1° ЭА, ,В,220, 021/пь 时 ,有 


k k k 
П АИ + П |В,|°< [I A+B," (5.7.18) 
1=1 1=1 t=l 

2' ЩА, ,В,220,0<а<1/пр 时 ,有 


П А, |+ + Ill 18,1215 nte TĪ |A, + В,“ 


t=] t=l t=1 


(5.7.19) 
3 当 A,,B, >0,a<0 时 ,有 


k k k 
П А+ [| |в,[°;2>2!7"= |A,+B,l° 
t=1 t=] t=l 


(5.7.20) 
定理 5.7.4 设 A,€ SC2(Q),1<s=<m l, WJ 
1° 3MA.20,221/n В, 有 
(П 1А (5.7.21) 
s=] 


特别 当 a=1/n 或 1 时 ,分 别 有 
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т 1 nt 1 
(H ~ š А, | п 
(П 14,1)” 
s=l 


2° 4 A220,0<a<1⁄/n 时 ,有 
(H 1а)" 

3 ЩА, >0,a21/n 时 ,有 
(12) A, | <(ll lal) 

特别 当 a =1/п,1 时 ,分 别 有 


4 当 4,>0,0<a 委 lz 时 ,有 


m -1 m 1 
CP 


(5.7.22) 


(5.7.23) 


(5.7.24) 


(5.7.25) 


(5.7.26) 


(5.7.27) 


(5.7.28) 


证 1 由 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 (5.1.4) 及 式 (5.7.14)， 
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故 式 (5.7.21) 成 立 . 
2° 由 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 (5.1.4) 及 式 (5.7.15), 有 


(È las P<t $ lal" 


1 _ 
<—. т! na 


m 
故 (5.7.24) 成 立 . 
3° 因 A,>0, 则 A,-!>0 于 是 由 式 (5.7.21), 有 


ЎА АТТ) 
A <(Ш АЧ)" 
= (T 1А 


所 以 PER 


故 式 (5.7.25) 成 立 . 
4 因 A,>0, 则 A, 1>0, 于 是 由 式 (5.7.23) ,有 


Жалал, 


m na 


7" 


所 以 | 1 San 小 <(1l | А, т“ ) a эл 
s=} 
Шал 
故 式 (5.7.28) 成 立 . 0 
注 在 式 (5.7.23) 中 令 n=1, 则 得 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 
(5.1.4) , 故 式 (5.7.23) 是 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 在 四 元 数 和 矩阵 
行列 式 上 的 推广 . 


定理 5.7.5 B AC SC2(Q),a,€ R* ,1<s< ,W 
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1° Hattan =1 8,9 


У ад, |> АА 
s=l s=1 
2° Hajte ta ar< 8,9 


m 


5 ears ДАЛ 
щас 

р? a A; | >r" HI | А, | 
证 1 由 式 (5.7.6) 及 杨 格 不 等 式 (5.2.5), 有 
PEORES 


-( ela S(T АГ)” 


s=| 


m 


m 


= 1А = Hl | А | 


s=] 


故 式 (5.7.29) 成 立 . 
2° 由 式 (5.7.6) 及 杨 格 不 等 式 (5.2.5) ,有 


m 


т 1 m L L 
DTN la A |" = >; а,|А,|” 
з=! s=1 s=1 
m + 
=+ -—1+ П (14,1) 
s= 1 


ал+ ле” 
故 式 (5.7.30) 成 立 . 
3” 由 式 (5.7.6) 及 杨 格 不 等 式 (5.2.6) ,有 


m т 1 
P a A. =(| >， a AZ "9" 
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(5.7.29) 


(5.7.30) 


(5.7.31) 


故 式 (5.7.31) 成 立 . 0 


* 式 (5.7.28),(5.7.30),(5.7.31) 是 杨 格 不 等 式 在 四 元 数 
矩阵 行列 式 上 的 推广 . 
在 式 (5.7.29) 中 令 a= =a, = 十 ,可 得 


m. 


推论 W A, ESC, (Q), Ss m, і 
1 ҶА,220,1<5 =" 时 ， W 


(H | А, I) )т 
2° ЩА, >0,1< зт 时 ,有 


m А 
(5, Ул) «(Ш 14,1)” (5.7.33) 
` += s=| 


把 式 (5.7.32) 与 (5.7.33) 合 起 来 即 得 ; 当 A, € SC (Q), 
1< s Smit, WE 


1 m -1 
| m > A, 
(5.7.34) 


证 1° 在 式 (5.7.29) 中 , 令 Q1=…=% „=+, 即 得 
式 (5.7.32) 


2 RA ESC (0), МАЄ SC>》(Q), 由 式 (5.7.32), 有 


= 1- $a 


(5.7.32) 


т" 


| «(Па i < 12 
s=1 m s=] 
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由 此 即 得 
АЛ] <i anpa = SI)” 


(15, 15-1 з=] sal 


故 式 (5.7.33) 成 立 . 

Ж 在 式 (5.7.34) 中 仿 т =1, 即 得 调和 一 几何 一 算术 平均 
值 不 等 式 , 故 式 (5.7.34) 是 调和 一 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 在 四 
元 数 和 矩阵 行列 式 上 的 推广 . 

定理 5.7.6 设 AESC>(Q),I<s: 委 mrER- , 则 


r r>, 


"> Ý АДЛ +(ж”—т)(1[ IA (5.7.35) 
s=] 5= | 

2 що, 28, # 

р [X lA, |+ (mr -m (T [lA A my 


(5.7.36) 


证 г>, nr 之 2, 于 是 由 式 (5.7.6) 及 不 等 式 
(5.2.12), 有 


| m 
з= | 


m 


(Ў a” 


=! 


= (| > 


之 > IA,” (mr —m)( I д, |)" 
故 式 (5.7.35) 成 立 . I 


2° 由 0<r<,M 0< 工 入 二 ,于 是 由 式 (5.7.6) 及 不 等 式 
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(5.2.13),# 


т т 1 п т А 1 п 
Da = (| >， ar> 1А) 
s=1 s= s= 
= (51А) 
s=1 


n 


т т "1-5 
>|[27 1А Сн н) (Ц 1A)" ] 


= (1А |+ (m+ - m)( Í] I A, my 
故 式 (5.7.36) 成 立 . 


n 
定理 5.7,7 B А,Є5С,(9),1<5<т,1<<е, B 
OSA, SAS 


An ,lm (5.7.37) 
又 An, A ААА A ;Ax 的 任 一 排列 ,a€ R * , W 
r To 时 ,有 
г< (17 A|) (5.7.38) 
2 щ0< а 时 ,有 
lI > A< e= (Ñ 3 A,|)° (5.7.39) 
3 当 a>> 二 时 ,有 
> П А > рэ A, |° (5.7.40) 
4 O< <. 
> П] Ае P A, (5.7.41) 
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证 1 由 式 (5.7.37) 及 (5.7.3) ,有 


OSIA ISSAI SS] Anl ISS Sm 
于 是 由 式 四 ,(S.2.48) (5.7.14), в 


t=| s=l 
故 式 (5.7.38) 成 立 . 
2° 由 式 四 ,(5.2.48) 及 (5.7.15), 有 


Ë m k m 一 
H УА <l E lAl" 
t=} s=} t=1 s=l 


k mo м 
<(m' ҹ) [I | >; А, 
1=1 s= 


а 


Е 


т 一 


> Aa 


= тк") ( 
故 式 (5.7.39) 成 立 ， 


y 
3 由 式 中 ,(5.2.47) ,(5.2.17) 及 (5.7.7), 有 


m Ë — m k 
> П |А, |= < >, 1А, 
5 = t= s=1 t=1 


k m 


< П 92 4,1)“ 


£= 
т 


k 
<h l$ a 


а 


故 式 (5.7,40) 成 立 . 


4 由 式 四 ,(5.2.47) ,(5.2.18) 及 (5.2.7) ,有 
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<m!” “[] 


故 式 (5.7.41) 成 立 . 


st 


0 
Ж 5.7.8 ВА. ESC? (Q), 1X Sm, 1 KtSk, a, pE 
К,А] 


,有 
(2; ч А, „= > (2 \А„|®)# (5.7.42) 
MM a= 二 ,1 时 ,分 别 有 


(5.7.43) 


> | A, |) (5.7.44) 


3' a0, p2>1 时 ,有 


т k 
(22 |> A, 


(5.7.45) 


k m 
af 过 名 之 (> ГА, |°)? 
t= s=1 


(5.7.46) 
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证 PHA,CSC2(Q), “> 二 "20, ДА, 1 >20,1<5<әт, 
ISS k, РЕН 05р<1 及 闵可夫 斯 基 不 等 式 (5。 2.38), 9 


[$D a > (дле) о 
хи o> 及 式 (5.7.5) ,有 
Dal >> А, 1, Ө) 
щ p>0 时 ， ERA р 次 方 ， 得 
5+ 


故 有 SIS > A, 


$= 


“>( > |A, |“) , 1<s<m 


"> (алу 
клише 


ш 


Ө 


">l 


(лл) 


О! 515. 7.42). 
当 p<0 时 ,由 式 @ 有 


k k 
p As "(У [А 1°)? 1н 


故 有 Ў |А, < (X IA, Iy 


将 上 式 两 边 同时 六 次 方 , 则 证 得 式 @ 仍 成 立 . 从 而 由 式 @@ 与 个 即 得 
式 (5.7.42) 成 立 . 

2 利用 不 等 式 (5.2,38) 及 式 (5.7.15) 仿 1 之 证 明 即 可 得 式 
(5.7.45) 成 立 . 


3 由 ax< 和 0 及 式 ($5.7.16) ,有 
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| А, р" > | А„1°,1<5<т 
因 bp 之 1, 将 上 式 两 端 同 时 Р 次 方 ,得 


k k 
| 2 A, “< ka Dp ( > lAl Y, 15; 
m k " ñ 
故 有 > |> A "абр У) (2 |A, |“) 
s=1 1=1 wap = 


н Біо kh 48 


1 
(> PESI "уке! [> (È А, |“ у J 
又 因 p>>1, 则 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 (5.2.37), 得 


[> (> ди) УЗ (Š А1) 


s=1 t=! 


TEB KG 506) 8820(5.7.46). 


@ 
О 


Ж 5.7.9 ЖА,Є5С2(0),1<:<љт,1<:<А,а, rE 


及 , 则 
а 0 <1,-2>2 时 ,有 
m k r k m г 
(2; D aJ >N (X laal”) 


ЮС У ГА, 19) (5.7.47) 


> 0 < <1 ,0Zp<1, 222 时 ,有 


s=] 


(Š X Аер ($ jase) 
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k L 
ов ЮО >) laale)" | 


77 (5.7.48) 
3 а, р21,0< <, 
> (> гаа) [е (У PE? y 
а! p A, |£ )] (5.7.49) 


证 1 由 式 (5.7.42) 及 式 (5.2.12), 即 得 式 (5.7.47). 
2° 由 式 (5.7.45) 及 式 (5.2.12) 即 得 式 (5.7.48). 
3 因 a 二 0,p 之 1, 则 由 式 (5.7.46), 有 


k m 1 m k a l 
5 (>; ГА, 1 Pk (Y | >, А, P) @ 
{=} з=] з=] t=1 
因 «<0, p21, 0 ap 志 0, 则 由 式 (5.7.16), 有 
> ТА, 192 и | Ў А, |“, 1k Ө) 
=! s=] 


于 是 由 式 ($.2.13) 及 式 中 ,@, 有 
У (А 1”)Ў= XS lal”) Y 
t=| s=] t=1 з=! 


БИ 


>| ($ lasl”) + æt- ( 


к=1 з=! (=l s=l 


|A,|2)2]2 | 


ЧЭ] lI (mtra У) А, 


з=! 


у» 


+(k+— В) т) А„|* | 
=] 


s 


故 式 (5.7.49) 成 立 . 1 n 
定义 5.7.1 ЖАСО" ",ВА 分 块 为 
_ IA, B | 
A= [° А]. (5.7.50) 
其 中 А.Є A,- € QOTO OTE Ф А, ГЕ 
A/A, =A, -4 - САгІВЄ QTO O-H (5.7.51) 


为 A 关于 它 的 & 阶 序 顺 主 子 阵 A, 的 Schur 补 . | 
ФЕ 5.7.1 设 AESC?(Q),Ai ЖА Hk WAF EFE, 
A/A, ЖА 关于 它 的 & 阶 顺 序 主子 阵 A, 的 Schur 补 , 则 A, 与 
A/Al 都 是 正定 的 ,k=1,…,n 一 1. 
证 设 
A= (6 ARES AEQ. 
则 由 定理 4.3.8, 知 А, 是 正定 的 , 且 由 命题 4.3.2, 知 


| 1, 0 (r B | L, 0 \' 
-B*A, `! Ir- (в. А) -B*A `! 六 


_ A, 0 > 
= Aa свгау1в) 909) 


于 是 由 定理 4.3.8 即 知 A ZA, = А,-,- B* A'B 也 是 正定 的 . 


| | 0 
关于 正定 阵 的 Schur 补 的 行列 式 ,我 们 有 如 下 不 等 式 ; 

定理 5.7.10 W A,B€SC2(Q), € R, a>, W 
|(A+B)/(A +В)„|“ >| A/A, + ВАВ, | (5.7.52) 


>|А/А,|“+|В/В„|° (5.7.53) 
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证 将 A,B IHA 


А А В В 
A=| z), B=| a a 
An A Biz B 


因 A,BE SC>(Q), 则 由 命题 5.3.1 及 命题 5.7.1 知 А,, Ва, 
A Bi 1,A/Ar,B/Bi,(A+B)AA+B): 都 是 正定 的 .下 面 
我 们 来 证 明 
М=(А+В)/(А + В)„— A/A,- В/В„Є S2 (Q) © 
事实 上 
М =(A+B)-(An* + В" XA,+B,) (Apt Вр) 
-(А- Ар“ А, Арз) - (В-Во* B, Bt) 
= Ар" [А1 - (А+ В) ']Aw 
+Ba"[B, - (А+ В.) 1 ]В, 
- Ар“ (А, + B) Bu- В (A, +B) AD 
又 因为 
А7 - (Akt В) = (АЗ, A, + AR)! 
B`! (Apt B,) != B, AA + AB, ТА) AB! 
于 是 
М= (А. - AB Bo (А, +A,B, 'A,) (A ABe 'Вр) 
因 4A,BESC>(Q), 故 (At+ AB AD ESC (Q) 
于 是 由 命题 4.3.2 之 1 知 ME SCZ) AMARO, (5.7.37 
知 式 (5.7:S2) 成 立 . 再 由 式 (5.7.1) 即 知 式 (5.7.53) 成 立 . 0 
HAAT ЕЕ АЕТ 5 НОЕ} 9 5Җ, 2 [н] ЭС 
系 , 即 定理 3.3.10 之 推论 ,我 们 可 以 把 上 述 四 元 数 矩 阵 行 列 式 的 
一 系列 不 等 式 定理 推广 或 平移 到 四 元 数 和 矩阵 重 行列 式 上 来 . 
ЖЕ 5.7.1 设 4,BESC>(Q),xER, 则 


р X a> at, A 


n 
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A+B12 IA | B| (5.7.54) 


2 є 0< а<31- 7 时 ,有 
А Ве AN + |B 1° (5.7.55) 
Ш 由 定理 3.3.10 之 推论 知 , 当 A,BE3SC>(Q) 时 ,有 
[д [2= [А 1 ,18[2= [в ,|А+В|?= [А+В| © 
1 当 a 之 走时 ,有 2a 之 二 , 则 由 式 (5.7.1), 有 
]А+ В|? >|А|?е+ |В|?° @ 
++&®шхХФ@,@,Ш1Ф55 (5.7.54). 
2' 当 0<a< 直 时 ,有 0<2a<< 十 , 则 由 式 (5.7.2), 有 


|A + B| 227I (] A|? + | В|?°). © 
HAO, O, Вр9484(5.7.55). n 
推论 Б А,ВЄ5С2(0),А22В,аЄР, W 
г 当 x> 寺 时 ,有 
n 
А-В |14 1° 181° (5.7.56) 
la 122181 (5.7.57) 
{А> [В| . (5.7.58) 


2 %4 0< a< L -时 ,有 
[А – А |°2172%( Ae- |в) (5.7.59) 
25.7.2 Ë А.Є SCY(Q),1<1<m,a 之 站, 由 


| >) д, 12 lale (5.7.60) 

=l a=] 
证 由 定理 5.7.2 及 定理 3.3.10 之 推论 , 仿 定理 5.7. U 的 证 
明 即 可 证 得 . [] 


在 定理 5.7.2' 中 分 别 令 s= L, 
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推论 Ü A,€ SC2(Q),1<:<m Wl 


т 


> ПА "< > A, l ` (5.7.61) 


Ш 


iM 


i m L 
| A, || ”< | 2 A, || ” (5.7.62) 


` 


100 一 


{ А, 1<1 > А, || (5.7.63) 


EH 5.7.3 设 A€ 5С2(9) "Єв: ‚12$, 
则 


1° 当 А„250,а>0,1<5<Ёт,1<г<СЁ, а ++ 时， 
£ 


т Н 


Ш 1А, 5318 Ае (57.9 


2° д 1220,4: >0,1<5<т ,1<:<2,а ++ ар = r< 
时 9 有 


m k k m 
У Ц ПА, lem E | >) Asle (5.7.65) 
s=] 181 t=| s=1 


3° 34A,>20,a <0,1<s<m,1S<:Skh,aí+-" +a r B, 
£ 


т 


> H |А, Й 2217 а! | > A, | = (5.7.66) 


s=] = 
证 利用 让 (5.7.5) 仿 定理 5.7 .2 的 证 明 即 可 证 得 - ü 
在 定理 5.， 7. 3 中 令 al = … Qa Q, 可 得 
推论 1 R Au ESOO), 1<s<m ,1< <Ë ,a6€ Е, Й] 


1° A20, “>; ЕМ, 有 


>; Ц ПА Н ЎА, П (5.7.67) 


з= =i 1 з=1 


284 


2° 34 A@ 20, 0<а<5 ў, 有 


У) II ПА, “ә Ц l > А, ||“ (5.7.68) 


s=1 t=! 


3 ЩА, 2>0,а<0 时 ,有 


m k k m 
У TE ПА, 122 УА, 1 (5.7.69) 
sal =l ї=1 з= 1 

在 推论 1 中 令 &=1, 可 得 

推论 2 W AESC (Q), 1SsSm,aER, M 


1 HA S0, a>, H 
5) la,ls<1 > adle (5.7.70) 
s=1 s=l 


> 4 A, >0,0< a<}, A 


S la, Sm $ A. | 65.7.71) 


s=| 


3 ЩА >0,a <0 时 ,有 


> JJ A, | >m? | > А, ll (5.7.72) 
当然 ， 按 上 述 方法 ， 我 们 可 把 定理 5. 7. 4 一 定理 5.7.10 及 其 


推论 均 可 类 傣 地 推广 到 四 元 数 和 矩阵 的 重 行列 式 上 来 ,这 里 我 们 仅 


把 定理 5.7.10 平移 到 四 元 数 矩 阵 的 重 行列 式 上 来 ,其 他 建议 读者 
去 完成 . 


EES.7.10 RA BESO (Q), ER, a >z, M 
(А+ В)/(А + В), || °= || А ZA, l|“ + l| B ZB, || ° 


(5.7.73) 
证 因 A,BE SC?(Q), 则 A+BE SC>?(Q), 故 由 命题 


5.7.1 知 ,A/A4,B/A4,(A + B)/(A +В), HAEE АЖЕ 
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阵 ,于 是 由 定理 3.3.10 之 推论 及 定理 5.7.10 即 知 式 (5.7.73) 成 
Z. 0 


推论 1 B A,BESCZ(Q) a ER, a >z yM 


lA+Ble Jale 181“ 

|А, +В, | >] A, || ° t] В, || 770) 
证 由 定理 3.3.8, 有 
[АЙ = NALI A/A, ВАХА, =) 1 


BES | BI =| B| i B/B l, 8l B/B i= В, j 


| A+B] = 1 (А + В), || || (A+B)/(A +B), 1 
_ А+В [| 
Вр | (А +В) ХА +В), || = [ (А + В), ] 
于 是 由 上 式 及 式 (5.7.73) 即 知 式 (5.7.74) 成 立 . 0 


推论 2 HA, BESC(Q), «ER, a >77 M 


II Ball” 
“之 a a 
ПА +в ZI А | аттара 


+ || B (24 | ” T ) (5.7.75) 


证 ”由 式 (5.7.74) 及 式 (5.7.60) ,有 


¿SAB “ПАЙ, Плеве 
АВ > aT PAE 
STA S+ IB 191 |° 
PAE 
„dale + 18, 1) 181° 
[ B, |“ 
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\В,\“ 


= | д [°(1+ А, Kh 
a || A, 1“ 
+ BI (1+5 |: В, Kk 
故 式 (5.7.75) 成 立 . 0 
、 А, В > xk 
ЖЕ 5.7.11 设 A= [а JESA ER ‚Ж 
1А 1< 1А, 1101 (5.7.76) 
证 由 定理 3.3.8 Ж | 
Lal = 14,1 l D-B* AB] D 


X DE SC?,(Q), B B* A 1B € SC,- (Q), TEAR 
(5.7.56) , 知 | 


ID-B*A, B| <l pi - |в* А, 'Bl<i pi © 
从 而 由 式 @ 四 ,@ 即 知 式 (5.7.76) 成 立 . © p 
推论 1 设 A=(a;)ESC>?(Q), 且 A 可 分 块 为 
An Ар +: Ay, 
A 27 б" лт) 
А, А„ `" Ar 
其 中 Aj(i=1,2,…,7) 均 为 方 阵 , 则 
TAISI Aniel А» || A, | (5.7.78) 
特别 地 有 А 1< 1а. 1 121 а, 1 (5.7.79) 


推论 2 ЖА = (а;)Є SC? (0), E A 可 分 块 为 (5.7.77)， 
则 | | 
LAIS] А ПА» [---1А,,| (5.7.80) 
特别 地 有 (A|R aam. ` (5.7.81) 
关于 由 元 数 亚 ( 半 ) 正 定 阵 的 重 行列 式 的 不 等 式 ВНА 
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定理 5.7.12 B AEP?(Q),aER*, W 
r 当 a 之 二 时 ,有 
(А 1221 RCA) 1+ | S(A) 1° (5.7.82) 
2 当 0< <l, 
ПА l2" RCA) 1+ ESCA) 1°) (5.7.83) 
证 因 AEP>(Q), 则 R(A)JESC2>(Q), 由 定理 4.3.3, 存 
在 可 逆 阵 PE О"*^" ,使 
Р“ R(A)P= йар(аџ,'',а,) @ 
其 中 a =180,1<,<п, 5 5(А)Є SC; (9), P*S(A)PE 
SC; (Q). РАНИ 5.6.9 知 , 存 在 VE Un", fE 


V* PS(A)PV = diag(b1i,…, bni) Ө, 
其 中 p, € R,1<;<n ,于 是 有 | 
V* P* APV = diag(a; + bli," a, + bni) @ 


在 式 @ 两 端 取 重 行列 式 , 由 定理 3.3.3, 并 注意 到 V* V1 =1, 
则 可 得 


[РР АЙ= IL (228 Ф 
1° 当 a 之 士 时 ,由 Halder ЖЖ (5.2.28)' R tO, Q, 8 


П Ca? + 0) >20 a) + (TI 62) 
t=} t=! t=l 
| = | P*R(A)P| "+ | P*S(A)P || ° 
= | Рр'Р| (1 К(А) 1+ || $(А) [|°)® 
EERI P* | >0, FERRO, О) И8(5.7.82) У. 


2° 当 0< “< 二 时 ， 由 Holder 不 等 式 (5.2.23) 及 式 ,@ 仿 1 


之 证 明 , 即 可 得 式 (5.7.83). 0 
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Ж 5.7.13 设 AESC?(Q),BEPZ(Q),a€ Р, 
1° at, 
lA+BI*2 А 1+ 18|“ (5.7.84) 
2 当 0<w< 荆 时 ,有 
laA+BI]3222=-1(J Aa 1+ [B]? ) (5.7.85) 
3 А+ ві" > ПА "+ BI (5.7.86) 
4 А+ В| 21А 1 +I BI (5.7.87) 
证 明 由 AE SC?(Q) 及 定理 4.3.2 知 ,存在 可 逆 阵 P € 
Q"™", 使 
A=PP* : Ф 
又 由 BEPF(Q), 及 命题 5.6 知 ,P-LIB(P*)-IEP>(Q), 于 是 
HER 5.6.4 知 ,存在 VE "х", 


P 'IB(P*) = VGV’, @ 
ai + bii, * 
其 中 G= .. ,a bE R ,a,20,1<+<n 
l a, + bni 
© 
于 是 B=PVGV” P * 


从 而 A+B=PP* + PVGV*P* 
=P(I+ VGV*)P*=P(VV* + VGV*)P * 
=PV(I+G)V*P* @ 
由 式 帆 ,@, 人 ,图 及 定理 3.3.3, 有 
А+ в =P I Уу“ СУ Р" lI “ 
= | PP* |“ r+ GI: 


= Рр" | IL [0+ a) 92 J° 
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>I PP le<Trirro ө 
1=1 
r ща> яў, Halder 不 等 式 (5.2.28) ,有 
| pp* Ie TE [1+ (а2+62)]* 


>l PP* “+ | PP* iel 1] (аё+ь2)]` 
= Ане IBe | © 
从 而 由 式 @@,@ 即 得 式 (5.7.84) 成 立 ， 
X 当 0<o< 二 时 ,由 Haider 不 等 式 (5.2.29) ,有 


N 


| РР* | * П [1+ (a + 6,2) ]° 


t=] 


22"! || PP* || ° Ц)“ + ll (a? + 52)“ | 


525| | PP* Nel PP“ Пе (a2+52)1 


t=} 


=2"w- (| д |+ | Bl“) Ес Ф 
于 是 由 式 @ 与 中 即 知 式 (5.7.85) 成 立 . 

3° 在 式 (5.7.84) 中 令 а= 二 即 得 式 (5.7.86) 

4° 在 式 (5.7.84) 中 令 a=1 即 得 式 (5.7.87) 0 

推论 1 ЖАЄ SC2(Q), B € P2 (Q), WJ $ wJ # =: 
(5.7.84),(5.7.85),(5.7.86),(5.7.87) 成 立 . 

推论 2 设 4AESC>(Q),BEP>(Q),wER+，, 则 

1 当 a 之 二 时 ,有 

lAa+Bl| <> als + R(B)ile+ | S(B) 1° (5.7.88) 

2° 当 0<o< 二 时 ,有 
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| A+B [ 24" 1 || p(A)| “+ { S(A) 1° 
+2"e- l] B jie) (5.7.89) 
证 H EJE 5.7.12 及 定理 5.7.13 ВИЗ. 0 


第 六 章 ”四 元 数 体 上 的 二 次 型 与 
四 元 数 和 矩阵 的 正定 性 


在 复数 域 上 的 线性 代数 理论 中 ,二 次 型 及 其 标准 形 的 分 类 和 
正定 的 判定 以 及 与 此 相 联 系 的 矩阵 的 正定 性 问题 具有 重要 的 意 
义 .同样 在 四 元 数 体 上 的 类 似 问题 当然 也 十 分 重要 .在 这 一 章 里 ， 
我 们 将 讨论 四 元 数 体 上 的 二 次 型 与 四 元 数 和 矩阵 的 正定 性 . 


96.1 四 元 数 体 上 的 二 次 型 


定义 6.1.1 I A€CSC,(Q),z= (mi, z.) EQ", 


称 
flair, £a) = z Ах (6.1.1) 
四 天体 上 的 次 -着 记 A= Cao) MA 
Като) = (7 .DA - >) > Za; 
x, = 
(6.1.2) 


定义 6.1.2 若 二 次 型 flr, z .)= z" Ar>0 对 任意 0 关 
r€ Q"*! 都 成 立 , 则 称 二 次 型 f(z,…,z, ) 是 正定 二 次 型 ;车 f 
(Eist, En) = Az 之 0 对 任意 x EQ" 1 都 成 立 , 则 称 f(x ,…， 
zn ) 为 半 正 定 二 次 型 . 

由 ( 半 ) 正 定 二 次 型 的 定义 6.1.2 (Ж) ЕНЕНЕ У 
2.2.2, 即 得 如 下 
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命题 6.1.1 设 f(xzi,…,zz,) 是 式 (6.1.1) 定 义 的 二 次 型 , 则 

1 ”Az 为 正定 二 次 型 SA 正定 ; 

2 xz Ах 为 半 正 定 二 次 型 ӨА ҰЕЖ. 

由 AC SC,(Q) 及 命题 2.2.1 知 ,对 任意 的 z= (rise). 
EQ 1I 有 FA(z…z)=zAzER, 且 由 命题 3.3.1 知 , 必 存 在 
可 道 阵 PEQ” Utik P 是 一 系列 初等 矩阵 P(i ,7 和 了 (六 ) 
的 乘积 而 成 的 广义 酉 阵 ) ,使 


А\ 
Р*АР= | ` 
L Àn 
因此 ,对 二 次 型 (6.1.1), 若 令 у= (у, у) EQ, у= 
P -izx( 即 x= Py), 则 有 


A C R,1<:#<n 


41 


z" Ax =y* Р” APy= y* y 


Àn 


= -X ADY = > A; | y; l? (6.1.3) 
我 们 称 式 (6.1. 3) 为 二 次 型 (6.1.1) 的 标准 型 . 
由 此 可 知 , 四 元 数 体 上 二 次 型 的 标准 形 及 其 分 类 与 复 ( 实 ) 二 
次 型 是 相同 的 . 
定理 6.1.1 二 次 型 f=x*Ax 为 ( 半 ) 正 定 的 充 要 条 件 是 其 
标准 形 (6.1.3) 中 的 系数 丝 为 正 ( 非 负 ), 即 存在 可 逆 阵 PEQ”, 
使 


Al 
P'AP= | >, 


sà >0(2®0),1<г<л (6.1.4) 
证 由 命题 6.1.1 与 定理 4.1.14, 定 理 4.3.2 及 定理 4.3.4 

即 得 ， ` n 
推论 若 二 次 型 /=xz* Ах 是 ( 半 ) 正 定 的 , 则 14A|>0(>0) 
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定理 6.1.2 二 次 型 Кто) = Ах 为 ( 半 ) 正 定 的 充 
要 条 件 是 A 的 各 阶 顺 序 主子 式 丝 >0( 宕 0). 

证 必要 性 由 定理 4.3.8 即 知 ,下 证 充分 性 ， 

用 数学 妇 纳 法 . 当 n=1 时 ,结论 显然 成 立 . 设 n 一 1 阶 时 结论 
成 立 ,我 们 来 证 明 n 阶 时 结论 亦 成 立 . 

设 A=(aj),x; 的 各 阶 顺 序 主子 式 皆 为 正 ,要 证 > Az 是 正 
定 的 . 

把 A 分 块 为 
Qin 


A= |“: а | х= А.Є 94" 00-0 a= Ф 


а а пт 


Cn- ln 


由 假设 知 , А, 的 各 阶 顺序 主子 式 皆 为 正 ,从 而 由 归纳 假设 知 ,AI 
是 正定 的 , 故 由 定理 4.3.6 Я, [Д1 >0. 且 由 命题 3.3.1 之 推论 
及 定理 3.3.11 知 ,存在 可 逆 阵 S€ ("0500,8 S 是 一 系列 
(一 1) 阶 初等 矩阵 P(i,j) 与 P(i,j,) 的 乘积 ,使 


Al | 
s+Ais=| ‚А, >0,1<\т<їл -1 @ 
: L Ал-\ 
于 是 由 式 @@ 及 定理 3.2.6 之 推论 知 | 
[А1 = 18*А,5[= 41А, 120 Ө, 


$ В= – Ага, В" = –а* (Аг!) , ВА = a, Рн 
有 


ш lo ч; De lo À) 


= |S 25 0 |- 
0 am B* (Аг!) В Е 


А! 
Ааа @ 
Àn 


RP A= am -JB*(A7')"B. 显 然 ( 全 可 分 解 为 一 系列 B 
初等 矩阵 P(i ,与 P(i ,为 ) 的 乘积 , 故 由 定理 3.2.6 之 推论 与 式 


由, 有 
КЕГИН 


41 
= det °, = |A hàn © 
À 


由 已 知 | A|>>0, 且 由 式 @, 有 |1A1|>>0, 从 而 由 式 @ 知 ,4, >0, 由 
AOM, ЖЕЕ A 相合 于 正 实 对 角 阵 A=diag(X41,…,4;), 而 A 显 
然 是 正定 的 , 故 由 定理 4.3.4 即 知 A 也 是 正定 的 ,从 而 xz” Ar 是 
正定 二 次 型 . 半 正 定 的 情形 同 理 可 证 . D 

推论 4AESC,(Q), 则 A 为 ( 半 ) 正 定 的 充 要 条 件 是 A 的 各 
阶 顺序 主子 式 皆 >0( 之 0)， 

由 此 ,我们 看 到 ,有 关 四 元 数 体 上 二 次 型 问题 的 结论 与 实数 域 
上 二 次 型 的 有 关 结 论 十 分 类 似 . 


86.2 四 元 数 正定 矩阵 


我 们 在 前 面 各 章节 已 给 出 了 四 元 数 正 定 矩 阵 的 定义 ( 见 定义 
2.2.2) 及 一 些 简 单 性 质 与 判定 .本 节 将 较 系 统 地 讨论 四 元 数 正 定 
扼 阵 的 若干 充 要 条 件 以 及 正定 矩阵 运算 的 封闭 性 . | 

所 谓 AE О" "是 ( 半 ) 正 定 的 ,是 指 A RAHAN, АЕ 
0 关 zE Q"! A x* Ах >0(20). I 

定理 6.2.1 于 列 命题 是 等 价 的 : 

1° А 是 正定 矩阵 , 即 AESC>(Q); 

2 А 的 正 惯性 指数 为 n; 

"А 与 单位 阵 [相合 ; 
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4° FEAE PEQ”, tE A= P* P; 

5° 存在 可 道上 三 角 阵 了 ,使 A= V У; 

6 ЕВЕ О” ”rankB=m ,使 A= 吾 Bi; 

T IERTE PEQ", P* AP 正定 ; 

8 对 任意 UE 1", U* AU EX; 

9° А 的 特征 值 均 为 正 数 ; 

10° 对 任意 正 整数 a ,存在 正定 阵 SC QX" ,使 A= 5°; 
11 A 的 所 有 主子 式 >0，; 

12° A 的 所 有 顺序 主子 式 >0; 

13° 对 任意 实数 上 >0,AA 正定 ; 

14 АТ, В AEE. 

证 152 假设 A ЕМИН ЖУ < n, ДНЕ 4.3.1 


‚5<л. 


I, 
知 ,存在 可 逆 阵 PE Q"*" ,使 P* AP= | I, 
0 


— 
令 уо (0, "-.,0,1,:-,1)7Є 9" х!, m xo” Руџ50, В. | 
1, 


这 与 A 正定 矛盾 , 故 2" 成 立 .， 

253° 设 A 的 正 惯性 指标 为 ,由 定理 4.3.1 知 , 存 在 可 逆 
BE PC QX" E Р* АР=1„,ЁШ A УІ, 相合 . | 

3>4 ЙАЗ „ШЁ,ШНШН@ЕЖ Х,{Т ЛЕН РЄ 
О"^" {#А=Р*1Р=Р*Р. 

455 #A=P*P,W P й, НВ 4.1.4 1, P= UV, 
其 中 UE 0", у 为 可 道 的 上 三 角 阵 , 则 A=P*P=(U* 
(UV)=V*U*UV= у" V. 
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5°=>4 显然; 
4 二 6 ERETTE PEQ”, E A=P*P, p = 


J ‚И A= P * P= B* B,rankB = rankP = n. 


6 二 7 WX А = В" В, гапкВ = п, $ £ S Ej РЄ 
Qu" ЕЖ 05:6 Q", 8 BPr+#0, В. 

®*(Р* АР)х = (ВРх)*(ВРх)>0 
故 P* AP 正定 . 

7 二 8” 显然 . 

8 一 9” 因 对 任意 UEU"**, 有 U*AUE SC,(Q), 则 AE 
SC,(Q), 于 是 由 定理 4.1.4 之 推论 2 知 ,A 与 U* AU 有 相同 的 
特征 值 , 设 为 A1,… ,4,. 假定 有 某 个 4,0, 由 定理 4.1.4, 存 在 
UoEU"*", 使 

Uo* U* AUU =diag(A1,.… Àn) 
S yo=(0,…,0,1,0,…,0)TE QL 其 中 1 在 第 上 个 位 置 , 则 zo 
= UU yo6>0, H. 
жу О" АОхо = yo diag(à 15°, Àn) yo = 1,<0 
这 与 U*AU 正定 逆 盾 , 故 9 成 立 . 

Yr 由 定理 4.1.14 推论 1 之 1 即 得 . 

1210 由 命题 5.1.1 即 得 . 

1 =>11° W А =(aj) aj =a SiL iLL gn, A 的 
第 isi TAS i, i 列 构成 的 主子 阵 记 为 

Aii Qi 
A, = 
Qi ii 


则 АЄ SCi(Q), 又 记 r= (risan) E о Tasta 
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zx 外 ,其 余 分 量 全 取 0 的 向 量 X TO X, EE Хд = (2, Ө, 
z € Qt 对 于 任意 02 Xu € Q'A X,20, Н. 
(Xx) AXi = X АХ, >0. 
ЖАЄ 5С, (Q), H 9°] А, 的 特征 值 全 为 正 数 ,从 而 由 定理 
4.3.5 知 detA >0, 故 IP RX. 
1=>12 显然 . 
112 由 定理 6.1.2 之 推论 即 得 . 
1 一 13” ЕЖ 05:6 Q"*!,k>0, W 
®*(А)т=Е(х* Ax) b0 
故 kAESC? (Q). 
131" kA ER, k>0, M E >0, FE (kA)= A 正定 
1 一 14” ЖЕЖ 05:6 Q"*1, 有 | 
z*A ly=(z*A DA(A !z)=(A ` lx>)*A(A71r)>0 
这 是 因为 当头 0 时 ,A r20 以 及 A 正定 所 致 . 
1> 4 正定 , 则 4=(4- -07 正定 . 0 
下 面 ,我 们 讨论 四 元 数 矩 阵 运算 的 一 些 封闭 性 质 . 
定理 6.2.2 正定 阵 的 和 仍 是 正定 阵 , 即 若 A, BE 
SC>(Q), 则 A+BESC>(Q). 
证 当 A,BE SC>(Q) 时 ,显然 有 A+BESC,(Q), 对 任意 


0Zx€ Q"*1, 有 
rz"*(A+B)z= z*Az+zx*Ba=>0 
故 A+ B€ SC>(Q). 0 
Ж 6.2.3 R АЄЅС (0), YaER,, W А“Є SC? (Q). 
证 由 命题 5.1.1 818. 0 


推论 ЖАЄ5С2 (9), (2) 6 R БЮ, M /(А)Є 
SC? (Q). 
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Ж 6.2.4 A € SC2(Q),A ЮЖ A SEEE À € 
5С? (Q). 

证 由 定理 6.2.1 即 知 . D 

定理 6.2.5 AL, An ESC? (9), WENHAM A.G 
ADDA, € SC? (Q), iit А,®А;®---®А„ = ФА, A diag 
(Ant o Am ARANE, EF A EQ "(r= 1, т), H 
пъ +n, 5n. 

证 AO OA, 的 特征 值 为 各 A, 的 特征 值 的 全 体 (上 = 1, 
m), BAREEN, X (ФА,)" = ©А; = @A,,8& @A, € 
5С; (Q). 0 

ЖЮ 6.2.6 ЖА,ВЄ5С2(0), 1 АВА, ВАВЄ SC? (Q). 

证 AXA ЕЖЕ, ША‘ =А, ВА ЯЙ, Н A* ВА = АВА 
Я, АВА 相合 于 B, 又 B 是 正定 矩阵 , 故 由 定理 4.3.8 В АВА 
亦 是 正定 阵 , 即 ABAE SC>(Q) , 同 理 可 证 ВАВЄ SC,(Q). D 

定理 6.2.7 设 AESC?(Q),BEQ"**, 则 B* ABE 
5с2(9). 

证 对 任意 z= (zi, z J EQ", 

®*(В* АВ) х = (Вх) A( Bx=)2>0 
x (B*AB)*=B*A*B=B*AB, 
故 B* ABC SC2(Q). o 


EH 6.2.8 it A,BESC?(Q), N] ABE SC? (Q)SAB= 
BA 


证 “>” ЙА, В,АВЄ5С2(9), 1 AB=(AB)*=B* 
А* = ВА 
“=” 由 定理 4.3.13 即 得 . g 
ЖН 6.2.9 i A,BESC? (Q), ША-!ВЄЅС2(0)едАВ 
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= BA; 同样 BA !Є$С2(О)еАВ = BA. 

证 由 AESC>(Q) 及 定理 6.2.1 之 14 知 AIESC>(Q)， 
又 47IB=BA-! 当 且 仅 当 AB= BA; 再 由 定理 6.2.8 知 (A `! B) 
(或 ВА!) Є SC> (О) МАЯ ч АВ = BA-1, 故 命题 结论 成 
3. 0 

ЖЮ 6.2.10 设 AESC?(Q),f(z) 是 实 系数 一 元 多 项 式 ， 
则 f(A)E 5С? (QSOS Sn), à An ЖА л 
个 特征 值 . 

证 НАЄЅС2(0),А,,:-,А, ЖА 的 n 个 特征 值 , 则 由 命 
题 5.1.1 之 6 知 f(A)ESC,(Q), 且 f(X41),…,f(2,) 是 /(A) 的 
п 个 特征 值 ,于 是 由 定理 6.2.1 之 10" 与 9” 即 知 本 命题 成 立 。 0 

命题 6.2.1 设 A,BESC,(Q), 则 А,В 能 用 同一 个 UE 
U”"** 化 为 实 对 角 阵 UAU У UBU * 之 充 要 条 件 为 AB = BA ,此 
时 UAU 5 UBU * 的 主 对 角 元 素 分 别 为 A 与 B 的 特征 值 . 

证 “必要 性 ”. RA UCU”, tE 

b. 
аһ bn | 


Wl 
则 由 定理 4.1.14 知 ,a1,… ,a 与 61,… b, 恰好 分 别 为 A 与 B 的 
全 部 特征 值 ,从 而 均 为 实数 ,故此 两 对 角 阵 可 换 , 即 
UABU* =( UAU* )( UBU* )= (UBU* \(UAU* )= UBAU* 
从 上 式 两 边 消去 U 与 U* , 即 得 АВ = BA. 
“充分 性 ” 设 АВ = BA ,首先 由 定理 4.1.14 知 , 有 UE 
Un" ,使 


ОАО = 


| ОВО“ = 


а 


ОАО" = 


= р Ф 


ац 
因为 置换 矩阵 P(i,j;)( 即 把 r 的 i,j 两 行 互 换 而 得 的 矩阵 ) 是 特 


吻 的 广义 西 矩阵 , 故 不 妨 设 式 个 中 的 对 角 和 矩阵 是 这 样 的 ,其 相等 的 
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元 素 是 连 着 排 下 来 的 .于 是 由 式 中 及 4B = BA ,有 

D( UBU * ) = UABU* = UBAU * = ( UBU* )D © 

为 了 便于 陈述 ,可 再 把 D 明确 地 设 为 

D=a l, Daz, D Dal nitet п, = n 

其 中 at,az，……a, 为 互 不 相等 的 实数 (5 魏 2) ,于 是 由 式 @, 有 
UBU * = В,К©В,›©--©В, 
再 由 В\,В;,, ,В, HA АЖЕ ВЕ, 从 而 分 别 有 广 义 西 矩阵 U,, 
UU,…,U,, 使 
UiBIU? ,0,В, UY ,%, UBU* 


均 为 实 对 角 阵 , 设 其 分 别 为 
bu ba, ba. 
“bin, ' bx, ` ‘ba, 
于 是 
U, U, * 
`. (UBU*) n, 
s U, 
bu. 
bin, 
= “。 =G 
` bs 
bx 
U, Ui * 
É (UAU*) э, 
s U, 
| а I, 
= . = D 
a,IL,, 
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P= 


„|, 
U, 


W PAXE, Н PBP * 5 PAP "就 分 别 为 实 对 角 阵 G 与 
DD, 又 由 定理 4.1.17 9, BIERE АЗЕ ВЕНАРА, АК 
D 5С BJ Ex k Ел ЖЛ ЖЫ B ЖЕ ЕШ А 与 B 的 特征 值 . 
0 

下 面 再 给 出 命题 6.2.1 的 推广 结果 : 

命题 6.2.2 т “ЕМА ВАЖЕЛА, --, An 能 由 一 个 广义 
BEBE U 同时 化 为 实 对 角 矩 阵 之 充 要 条 件 是 它们 彼此 可 换 ， 

证 “必要 性 ” 由 命题 6.2.1 即 知 

“充分 性 ” 当 m=2 时 ,由 命题 6.2.1 知 结论 成 立 . 假设 对 
m 一 1 个 矩阵 来 说 ,结论 成 立 .我们 来 看 m АЖА), o, 
A,, .首先 由 定理 4.1.14 知 ,对 Al, 有 VE Ur**, 使 

VA V” = L, OQA, 
其 中 1，…, 为 不 同 的 实数 , 仿 命题 6,2,1 之 证 法 知 , 必 有 
УАУ“ = А ФА ФА, ( =2,; =, m) 
其 中 AijE SC, (Q)(i=2,- m, j=1,--,. s). HPI А, 可 换 ,从 
而 诸 VAiV* (i =2,… л), AAWA AG =2,+-,»)% 
此 可 换 ; 诸 Ajz(i=2,…,m) 彼 此 可 换 ;…; 诸 A; (i =2,…, т) 
此 可 换 . 故 由 归纳 法 假设 知 , 有 广义 西 和 矩阵 U1, 能 同时 化 诸 A (i 
三 2,…,m ) 成 实 对 角 阵 ; 有 广义 西 和 矩阵 U, 能 同时 化 诸 A.G: =2, 
…,m) 成 实 对 角 阵 ;…; 有 广义 西 矩 降 U, 能 同时 化 诸 A; (i = 2, 
т). 
U= U,@U,@-:: U, 
ШОГ ХЕЕЕ, А 
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U(VA,V*)U”" =I, Dh O QA, 
О(УА,У* )0* = р,;(:=2,:,т) 

其 中 D;(i=2,… ,nm ) 为 实 对 角 阵 . 故 广义 酉 和 矩阵 UV = W 即 能 
同时 把 诸 A; 化 为 实 对 角 阵 .归纳 法 完成 、 - 0 

E 6.2.11 Ü f(xi,x2,…, xw) 为 m 元 实 系数 多 项 式 ， 
Al,…,A, € Ө" "为 两 两 乘法 可 换 的 正定 矩阵 ,车 对 А, 的 任 一 
特征 值 A,A2 的 任 一 特征 值 y ,…, An 的 任 一 特征 值 y 都 有 (4， 
Hy) >20, FCA An Anm ЖЕЖ. 

证 因 A, A2, +, An 是 两 两 乘法 可 换 的 四 元 数 正 定 矩 阵 ， 
则 由 命题 6.2.2 知 ,存在 共同 的 UE Ur*" ,使 诸 UAU” (1< ;:< 
m ) 为 实 对 角 阵 . Вр 


À 
UAU* = ' Ааа 的 特征 值 ; 
UA, U*= ес: уд А» 的 特征 值 ; 
Hn 
UA „U = ‚(іа ) 为 А,, 的 特征 值 . 
Yn 
于 是 ,有 


USCA Am) UP 
Opb”), 


fay a", Yn) 
则 GAUA2…,Aw) 的 特征 值 为 ДО,» д,» 0), ДСА ораз 


…,7,) .由 假设 它们 都 是 正 数 ,又 A1,As,…, A 两 两 乘法 可 换 ， 
可 得 : І 
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(JCAL, A25, A, )) = f(A1, As,*, A,) 

故 (ALA A D EEEE. D 

定理 6.2.12 设 AC Q" A 为 正定 阵 , 则 A 的 任意 上 (1 委 
k&n 一 1) 阶 硕 序 主子 式 A K A ЖҒА, 的 Schur 补 A ZA, 都 是 
正定 的 . 

证 此 即 命题 5.7.1. D 

下 面 再 给 出 四 元 数 和 矩阵 为 正定 的 几 个 充分 判 据 . 

定理 6.2.13 Я AESC, (Q), EFE A ЮТА (<А 
<л 一 1) 的 顺序 主子 阵 A, 及 A, 的 Schur Ж A/A 都 是 正定 的 ， 
则 A 是 正定 的 . 

证 将 A 分 块 为 : 

A B 
A= (8° А) 
因 А, 正定 , 故 Ас 存在 且 也 是 正定 的 , 令 


P= (0 А8) 


0 Lig 
则 PP 可 道 ,于 是 有 
x _ L, 0 А„ В L -A;'B 
P АР =| piap nale: aale Dk ) 


-(% 0 |-(% o) 

10 A,--B*A;'B] \0 АЛА, 

因为 已 知 A, 5 А/А, 都 是 正定 的 , 故 由 上 式 及 定理 6.2 5 知 ， 

Р* AP 是 正定 的 . 从 而 由 定理 4.3.4 知 A 是 正定 的 . 0 
推论 aasi A jE Sc,(Q),A 正定 的 充 要 条 件 是 

a>0, 且 Al- 二 a*a ЕЖ. 


Ж 此 推论 可 称 为 正定 矩阵 的 降 阶 判定 法 . 
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EH 6.2.14 ЎА, ВЄ 0"*", В ЕЖ, АВ = ВА, АВ E 
ЖӨА 正定 . 
证 “=” 同 定理 6.2.8 的 充分 性 . 
“一 ”由 有 正定 ,4B= BA,AB 正定 ,可 知 , A E ËB Tt EE, 
因 和 否则 ,有 А “和 关 A ,于 是 (AB) ”=( BA) = АВ" = А“ В 
АВ, 5 АВЄ SC,(Q)F E. 由 A,B УВАЖАВ = BA ,于 
是 由 命题 6.2.1 知 , 存 在 同一 UE Um*", 使 
А = Udiag(Ai Aa )U* A EROS) 中 
B= Udiag( p1, u JU *,0<и,ЄЕ(1<т<л) @ 
其 中 MA бдр, 分 别 为 A 5 B 的 特征 值 . 
现 假设 A 不 是 正定 矩阵 , 则 存在 1o 委 0, MARDO, 6 
| АВ = Ийав(Ати, s, Ànn) 
其 中 有 一 个 Mopo 委 0, 这 与 АВ 是 正定 的 相 了 矛盾 , 故 A 必 是 正定 
的 . | n 
命题 6.2.3 Q Ет 阶 中 心 封闭 阵 A( 见 定义 4.1.5) 与 R 
En ПЕЕ B 的 直 积 仍然 中 心 封闭 , 且 若 Ai,…, Бш, 
…,p 分 别 是 A 与 B 的 ( 实 ) 特 征 值 , 则 д, 全 是 A@B 的 特征 
值 ,i=1,…,m;j=1,…,n. 
证 因 A 中心 封闭 , 则 存在 Q 上 的 mm ИТЕР, 18 
P !AP=diag(Ai ,A ) AER, ISiCm 
XA B 实 对 称 , 则 存在 n 阶 实 正 交 阵 UU ,使 得 
U !BU= diag( и, pn) py € R,1<j<n 
于 是 由 式 (2.1.21),(2.1.22), 有 
(POU) 1(AG@B)(P@U) 
= diag(A1,'", An )COdiag( и, pn) 
= діар(А pis À Uns, Ampir" Ар) 
由 上 式 可 知 ,AC9B 中 心 封闭 , 且 л 是 A@B 的 ( 实 ) 特 征 值 ,i = 
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1,05; = l, n,n. ^ 0 

推论 О 上 的 六 阶 自 共 阵 A SR En 阶 对称 阵 B 的 直 积 A 
OB 必 是 Q ЮАР, Н А; АФВ НЕЙ, ЖФА, 与 
ш 分 别 是 A 与 B 的 ( 实 ) 特 征 值 ,i =1, 0m, j=l, n. 

定理 6.2.15 О Em 阶 正定 阵 A УР Еп 阶 正定 阵 B 
HER АОВ 仍 是 Q 上 的 正定 阵 ， 

证 由 命题 6.2.3 之 推论 知 , ЛОВ АЖЕ, 又 由 定理 
4.1.14 之 推论 1 的 必要 性 知 ,正定 阵 A УВ 的 特征 值 %; >0 与 z; 
>0(i=1,…,m,j=1,…n), 从 而 由 定理 6.2.14 之 推论 知 , AO 
В 的 特征 值 Ajp >0(i=1,…, m,j = 1,…,n), 因 此 由 定理 
4.1.14 之 推论 1 的 充分 性 即 知 АОВ 是 正定 阵 . 0 

ТАН ЛЕДЕ КЕ) ВЯ УВ АО E E ЕО 50 Ж 
件 . 

定理 6.2.16 设 A 为 四 元 数 和 矩阵 ,B 为 实 正定 阵 , 则 下 列 命 
题 等 价 : 

ГА 是 正定 的 ; 

2 AQB 是 正定 的 ; 

3° BA 是 正定 的 ; 

4 A。B 是 正定 的 ; 

3 B° A 是 正定 的 . | 

证 122° 见 定理 6.2.15. 

221° АСВ 正定 ,B 实 正定 , 则 A E Ñ ЗЕ BJ, ҢА 
ТАВА А "5А, Н (2.1.23), (АбВ*) = А *©® 
有 天 AGOB ,这 与 AQB R B 3880093838. b A ЖҢЖ tE 0 (+ 
妨 设 A Ж m 阶 的 ), 则 由 定理 4.1.14 知 ,存在 广义 西 阵 U ,使 

A = Udiag() 1, Am UY AER, i=l, m 
又 B 为 正定 阵 ( 不 妨 设 为 n 阶 的 ) , 则 存在 实 正 交 阵 V ,使 
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B= Vdiag( 1, Un) М“, 2>20,J=1, n. 
现 假设 A 不 是 正定 的 , 则 存在 А; 委 0. 由 式 (2.1.23) 及 (2.1.21) 
易 知 
(UQ@V)(UG@V)* =(UG@V)(U*G@ V) 
= UU"*@ VV * = IpO = L, 
故 UQV 仍 为 广义 西 阵 ,再 由 式 (2,1,21), 有 
АФВ 
= (UQV )[аар(А,, Codiag(p ,1 ) JO( UOV)’, 
而 其 中 有 4; 007 =1,…,n). 这 与 АФВ 是 正定 的 相 矛 盾 . 因 
此 A 必 是 正定 的 . | 
1=>4° ЖА 是 正定 的 ,B 是 实 正 定 的 , 则 由 2 Sl, AQ B 是 
正定 的 ,车 设 A,B 均 为 n 阶 的 方 阵 , 注 意 到 A。B 是 n2 阶 方 阵 
AGB 的 一 个 n 阶 主子 阵 , 从 而 由 定理 4.3.8 ЯА ° B 也 是 正 
ER. 
L> EBER 上 的 n 阶 正定 阵 , 则 存在 RR 上 的 n 阶 可 逆 
КР, Р*ВР=1,Ш В=(Р^!)* P), i P l=(p;),x, D 


有 =(P- ) PT 1l=(b;),xn, 6; = > baba 1 J 1, n. 
k=] 
现 假设 A 不 是 正定 的 , 则 存在 05% у= (у, у )ТЄ Qax1 ,使 
y Ay<0,% r= P 7!y,M|0Zzx=(x/," z CQ B 


х*(А °В)х = > аф рх, 
ij=l 


1 ” 
一 > > =a; рр; 
j= l k=l 


= > > Раба рь, 


ijJ=1 k=l 
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Piti 
= > (рів, Preta) A 
К=1 
bz, ) 
= У) Ay = y" Ay<0 
k=l 


这 与 A°* B 是 正定 的 相 予 盾 , 故 A 必 是 正定 的 . 
AATE LS, LSS. 0 


$6.3 ЖЕДЕ. 


在 $5.6 讨论 四 元 数 矩 阵 迹 的 不 等 式 时 , 曾 引 人 了 四 元 数 亚 
正定 矩阵 的 定义 ( 见 定义 $.6.1): 

设 AEQ"**, 若 对 任意 0 关 zEQ"*!, 有 

z* Ах >0(220) (6.3.1) 

则 称 A 为 Q 上 的 ( 半 ) 亚 正定 阵 ,或 简称 为 ( 半 ) 亚 正定 阵 . 亚 正定 
阵 与 正定 阵 的 区 别 在 于 亚 正 定 阵 并 不 像 正定 阵 那样 要 求 一 定 是 自 
ЖП). 显然 正定 阵 一 定 是 亚 正定 阵 ,但 反之 不 真 . 

为 了 讨论 方便 ,对 任意 ACQ” ,我 们 曾 引 入 


К(А)= АА (д) = АЗА“ ,A=R(A)+ S(A) 


(6.3.2) 
分 别称 К(А), 5(А) A É B 353623 УННУ. 
易 证 如 下 两 个 命题 成 立 . | 
命题 6.3.1 设 A NQ БЕ ,ВЖЕ БЕРЕ, 
R(A®QB)=R(A)®B, R(A°B)=R(A)°B 
命题 6.3.2 W A,B 均 为 Q 上 的 矩阵 , 且 BAARAK, 
AB=BA, 则 R(AB)=R(A)B= BR(A). 
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命题 6.3.3 I A,BEQ"””, WE AB=BA,A*B=BA*, 
则 

1° R(A)R(B),S(A)S(B)} НЗ; 

2 S(A)R(B),S(B)R(A HRA ЖЖ. 

证 H AB=BA,A*B=BA*, BA 

B*A*=A*B*,B*A=AB* 

因此 ,有 

(R(A)R(B))* =<(R(B))*(R(A))* =R(B)R(A) 


=T(BA+BA'"+B'A+B*A') 


=-1(АВ+А*В+АВ* + А*В*) 


= Т(А+А?")(В+В')= К(А)К(В) 


故 К(А)К(В) ЉВ Ж. 
ЕГЕ: 5(4) 5(В) А98, 5(А)А(В), 5(В)К(А) 
РАЗВЕ. 0 
定理 6.3.1 设 AEQ**", 则 下 列 命题 等 价 : 
Ë A 亚 正定 ; 
2 R(A)IES; 
3 A“! 存在 且 亚 正定 ; 
4 A* 亚 正定 ; 
5” 对 任意 可 道 阵 PEQ”*",P* АР 亚 正 定 . 
证 rer 即 命题 5.6.3. 
123° 首先 证 明 : 由 A 亚 正 定 , 则 А DTA BERA, w 
Я 0566 9", Ах 一 0, 从 而 z" Ax =0, 与 A 亚 正定 相 了 矛盾 . 
下 面 证 明 А УЧУ ТЕДЕН), Ж ЕК, 25 
(х Alz)” = (Ах) х= (Ах) А(А 5) = у* Ау 
其 中 y=A4 zz. 上 式 表明 z*A-liz 与 y* Ау 有 相同 的 实 部 . 而 对 
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ЕЖ 05:6 О", ут0, 9 
Ве(х* А х) = Ке(у* Ау) >20 
КШ ram, АЕ. 
з=" 513 ШЕВА E — А0. 
rə 因为 
(х*А* х) =х* Ах 
上 式 表明 ,x* A* zz 与 x" Ax 有 相同 的 实 部 ,从 而 
Бе(х*А*>)=Ке(х* Ах)>0 
故 由 2 即 知 ,A* 是 亚 正定 的 . 
4=1° 与 1 过 4 的 证 明 一 样 . 
15 对 任意 0 关 zEQ"™1, 令 y= Pz, 因 PP 可 道 , 则 0 关 y 
со", TEH A 是 亚 正定 的 , 则 有 
Re(z*(P*AP)x)=Re(y’ Ay)>0 
故 P* AP 是 亚 定 的 . 
$ =>1 Ы 1°=>5° ШЕВ — В. 0 
定理 6:3.2 É AC Q A 亚 正定 , 则 
1 A 的 任意 右 特征 值 的 实 部 大 于 零 ; 
2 A 的 任意 & MEFE A 亦 亚 正定 ,特别 地 ,A 的 主 对 角 元 
的 实 部 恒 正 ; 
3° A 的 关于 它 的 & ПЕЕВА, 的 Schur ЖК A ZA, VEEE. 
证 1 A 是 A 的 任 一 有 特征 值 , 则 存在 0( 关 zE Q" ,使 


Ax = xA, 
则 х? Ахл=х* x 
故 0<Re(x” Ах) = х= * =Ве(А) 


因为 х=* 230, ü H ЕЯ Ке(А) >0, 
2 ҢА 亚 正定 , 则 对 任意 05: Q"*!, 有 

Re(z * Ах) >20 

对 任意 xcQ „ув = (yi Yi) ， 取 
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х= (0,0, у, ,0,,0,у, ‚0,0, у, 0, ,0)1€ Q"! 
则 有 yg Ау, = х Az, A Im 
Ке( ук Ay ) = Re( z * Ах) >20 
А, 是 亚 正定 的 ， 
3° 设 A= [° A...) 
由 2 及 定理 6.3.1 之 3 知 ,Ai SS A, - EJE IEE, AMA, 
Ac=| (ALA4， 21)! ACE | 
- (A/A) 'CA}! (А /А„)^! 
由 定理 6.3.1 Z 3 知 ,A-' 是 亚 正定 的 ,于 是 由 2 Hi, 
(AZA,-,/) 71 У(А/А,) ! 均 为 亚 正定 的 ,因此 A/A,- Б A/A; 
也 是 亚 正定 的 . | 0 
Ш 定理 6.3.2 之 1° 的 逆 不 成 立 , 即 特征 值 的 实 部 均 大 于 零 


1 3 
的 四 元 数 和 矩阵 不 一 定 是 亚 正定 阵 .例如 二 阶 阵 A = Ë 1 在 Q 


上 仅 有 右 特征 值 1, 但 A 不 是 亚 正定 阵 .然而 如 下 的 命题 是 成 立 
的 . 

定理 6.3.3 设 ACQ", А 是 正规 阵 ( 即 A 满足 AA* = 
A A, 见 定义 4.1.5) 且 A 的 任 一 右 特征 值 的 实 部 都 大 于 零 , 则 
A 是 亚 正定 的 . 

证 因 A 是 正规 阵 , 则 由 定理 4.1.19 知 ,存在 UE Un" ,使 

О" AU =diag(à1, An) 

其 中 41,…,4, 是 A 的 n 个 右 特 征 值 ,于 是 有 


U*R(A)U= diag, se Aa ыру 


又 因为 
À, tA; 
== 
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故 R(A) 是 正定 的 ,从 而 A 是 亚 正定 的 . n 
定理 6.3.4 Ü AC Q" MJ A 是 亚 正 定 的 充 要 条 件 是 存 
在 可 逆 阵 PEQ”"*" BE | 
Р* AP =&ар(1+1А\,°,1+1А„),А Н А,Є R ,1<г<л 
(6.3.3) 
证 ” 先 证 充分 性 . 设 存在 可 逆 阵 PE Q"*", 使 式 (6.3.3) 成 
立 .对 任意 0 关 7EQ"”1, 令 y=P-1z, 则 0 关 yEQ 1, 是 
Re(z *Az)=Re(y* P* APy) 
= Ке(у* diag(1 +141, '*,1+1А,) у) >20 
故 A 亚 正定 . 
再 证 必要 性 . 设 A 亚 正定 , 则 由 定理 6.3.1 之 2 知 ,R(A) 正 
定 , 故 由 定理 4.3.2 知 ,存在 可 逆 阵 PE Un" ,使 
PT7RCA)PI=T 
又 因为 SCAER B ЖШ, Pr S(A)P, MARAH, F 
是 由 命题 5.6.9 知 ,存在 UE 1х", 
LU PTrSC4)PIU=diag( iA) AER, 1thn, 
$ P=P U, WEI P Ж ,Ң. 
P* AP =P*(R(A)+S(A))P 


=P*R(A)P+P*S(A)P 
=diag(1+i ,1+in，) 
这 就 证 明了 式 (6.3.3) 成 立 . 0 


定理 6.3.5 设 AEQ"x",A 为 亚 正定 阵 ,R(A ) 的 最 小 .最 
大 特征 值 分 别 为 4 ,x 则 对 任意 zxE О", 


A(z*x>)<Re(z=* Ал)<и(х* ж) (6.3.4) 
证 因为 | 
Rele" Ак) = (2 Artz" A*a) 
=x* R(A)z Ф 
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由 定理 4.1.14 知 ,存在 UEU”, iE 
U* R(A)U= diag(41,*… ,A,), 
HP àes A 是 R(A) 的 个 特征 值 ,它们 全 为 正 实数 ,于 是 有 
Ar*<x<*R(A)z=<*DUdig(AMi A) Ur r> © 
其 中 ,wx 分 别 是 R(A) 的 最 小 与 最 大 特征 值 ， Jm ADSON 
知 式 (6.3.4) 成 立 . 口 
关于 亚 正定 阵 ,我 们 还 有 如 下 的 降价 判定 法 . 
定理 6.3.6 i A=(aj) EQ", B A 分 块 为 
an a 
A= [5 М | (6.3.5) 
Ж A 为 亚 正定 阵 的 充 要 条 件 是 


Ке(а11) >20, В; = Al -mR Bt a* )(B* +a)€ P2(Q) 


(6.3.6) 
证 先 证 必要 性 . 
当 A= (a; ) 正 定时 ,结论 显然 成 立 . 当 A = (a;) 为 亚 正定 ,县 


n>1 时 , 设 XEQ"*1, 将 其 分 块 为 义 = (g xE Q" 1 WA 
Re(X* AX) =Re| GX ( a А 


= Ке(жүарг +X *RÑ + хох, + Хү А, Х}) 
=Re(xianz1) + Re( X? ку) 


+ Ке(туеХ,) + Ее(Х AIXI) @ 

易 知 
Re(ziarzi) =Re(an)'Zizi @ 
Re(X? йк) = (XE Ari +В" XO) @ 
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Re(ziaXi)= (лау + XT a" x1) @ 
ЖО). DORAO, E Ке(ац)50 时 ,有 


Re(X* AX) 
_ Хї(@+а*) (8'+ta)X, 
=Relan) | Аа 2Re(an) | 
„Гл _ СВ+а*)(8* +а) 
+ Ке! Xi ГА, - 4Ве(аџ) јх. 
(° +а)Х, 


=Re(au)'N| zi + |+ Re(x? Вуху) © 
其 中 В, 如 式 (6.3.6) 所 示 . 


因为 A 为 亚 正定 阵 , 于 是 我 们 取 X= (1,0,…,0)E€ Q"*!, 则 


2Re(a11) 


有 
0<Re(X* AX) =Re(a n) 
XXHE£W02X EQO P WARE > € Q, 使 


— 1 g = 
21 + Relan) Ê +a)Xi=0 


这 时 о) = X€ Q"*1, 使 式 @ 的 右边 第 1 项 变 为 零 ,从 而 由 
式 @, 有 
Re(Xr BIXI)=Re(X*AX)>0 
故 В, 为 亚 正定 阵 ,必要 性 获 证 . 
当 Re(an)>0, 且 形 如 式 (6.3.6) 的 B, 为 亚 正定 阵 时 ,总 有 
О) У ,但 @ 式 右边 的 第 2 项 Re(XY В, Х,)220. 0 055 Х 


€Q, ç X = (х). X E QOD, дщ X, 0 时 ,有 


Ке(Хү В, Х,) >0, 从 而 由 式 @@ 立 得 Re( X * АХ) >0; 如 果 X= 
ЖН zl 天 0, 这 时 Ке(Х BiX1)=0, 但 仍 由 式 加 得 Re(X* АХ) = 
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Ке(ац)' №1) >20, A 为 亚 正定 阵 . 充分 性 获 证 ， 0 


推论 设 A= |" e) EQ? A 为 亚 正 定 阵 的 充 要 
a21 an 
条 件 是 


Re(au)>0, Re(ai)Re(an) T N(an + an)>0 (6.3.7) 
2+i-j+4k i-2j+k 
是 亚 正定 阵 . 
利用 定理 6.3.2 之 2* 及 定理 6.3.5, 仿 照 定理 6.3.6 的 推理 
方法 ,我 们 还 可 将 定理 6.3.6 推广 到 一 般 情形 . 
定理 6.3.7 ÚW ACQ", A 分 块 为 


A A 
a=] п 2) лае, An EQUO (6.3.8) 
Аз Аз; 


06.2.7), А 


B R(An)= Z (Au + Аг) КУЛНИ и БА, 
则 A 为 亚 正 定 阵 的 必要 条 件 是 : 
An; Bi= Аз —1(Ал + AB) (Aš + An) 
均 为 亚 正定 阵 ; 而 A 为 亚 正 定 阵 的 充分 条 件 是 ， 
Au; В›= An ду (Ал + AB) (AA + А) 
均 为 亚 正 定 阵 . 
证 ”对 任意 
x= (јест, Xe dQ х, д Ф 
2 
有 


кахлю кее хо (аи Ae 
1 22 2 
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= Ке(Хг АХ) tRe(XZ A; X.) 


+Re( Xf AX) + Re( XZ А»Х,) @ 
Re( X? АХ) = (XZ А&Ху+ XE Al2X2) @ 
Re(XZ An Ху) = tx AA X, + X AXX) @ 

又 由 式 (6.3.4) ,有 


A (Xr X1<<ReCXr АХ )«и(хг X.) 
故 当 À , É 均 不 为 零 时 ， 由 式 G@ ,全 ,由 ,有 
Re (Х* АХ) <и х, +9 (Ад +A) | 


+ Ве 


Х* [А»- jp Aa +АБ)(Аз + An) |х, 


=з (Añ + Ala)Xa |+ Re(XsBaX,) @ 
Re (X* AX)>AN| XI + 二 (人 +An)X2] 


+ Re 


ж 1 ж ж 
Хэ | An- ga Aa +Am)(A2 +An) |Х» 


=A'N(Xi +È (Aà + Аш) Хо) + Re( X3 В, Хо) @ 


下 证 充分 性 . 由 于 A WEEER, M R(All) 为 正定 阵 ,从 


ЇЇ А,&>0,Җ B, 为 亚 正定 阵 ,从 而 由 式 @ 知 ,Re(X" АХ) >0, 故 
A 是 亚 正 定 阵 . 


再 证 必要 性 , 若 A 是 亚 正 定 阵 , 则 对 任意 X € 以 “1 XI 天 0， 
到 X= [|> 
* _ А Ап Ар\ үх; 
Re( X AX)= Re| (X; o(a а || 


=Ке(Хү АХ) >0 
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故 Al1 为 亚 正定 阵 ,于 是 R(Au) 是 正定 阵 , 它 的 特征 值 全 为 正 实 
数 ,这 表明 式 @@,@@ 均 成 立 .对 任意 02 X,€ QOTO, VEE 
X1E Qt*1, 使 

+5 (Ай + An) X=0 


记 х= (Xi) Wao A 


Re(X; B, X;)>Re( X * АХ) >0 
故 В, 是 亚 正定 阵 . f 0 
ЖІ 6.3.8 Ш АСО" ",Н А 分 块 为 A= (аи д"), 
Аз Аз 
中 Au ,A2 分 别 为 方 阵 , 则 A 亚 正 定 会 Ai1 亚 正定 , 且 


Ад АВ Ац Ady (feri yeg, 


证 由 命题 5.6.3 知 ,A 亚 正定 全 R(A) 正 定 . 


_[R(An) ацгар 
而 к(А)= |5. Re S) 其 中 g= (424i) 


由 命题 5.7.1 m АЕА) H 
R(Az)-B*(R(Aun) B 正定 . 


An-( 


注意 到 
R(A>)-B*(R(An)) B 
_ А»+А2 _ (Аа Ыт Ап) ias A2 
2 


) 


= (А - (За Any Аштап (аз A2)) 
ШЕЙ 5.6.3 Я, 

А ҰІЕЖӨА УЕ ,Н 

An- (22548 А Aü Ant Айу gia. п 
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аі а 
8 А 
A 亚 正定 上 Re(a )>0, 且 А, -Re (Bt a* )(a+B*) 亚 正 


定 . | 

关于 亚 正定 矩阵 的 乘积 的 亚 正 定性 ,我们 有 如 下 

定理 6.3.9 设 AEQ"*",BE RX” B 3 正定 阵 , 则 AB 
为 Q@ 上 的 亚 正定 阵 的 充 要 条 件 是 A ЖО 上 的 亚 正定 阵 . 

证 ” 先 证 充分 性 . ВУК БАЕВ, АВ = ВА 及 命题 
6.3,2, 有 


推论 设 A=| Jeg aE Qe? 


R(AB)=R(A)B=BR(A) Ф 
又 A 为 亚 正 定 阵 ,由 定理 6.3.1 之 2" 知 ,R(A) 为 正定 阵 , 而 中 是 
R 上 亚 定 阵 , 于 是 由 式 及 定理 6.2.8 知 ,R(AB) 是 正定 的 .从 而 
由 定理 6.3.1 之 2 即 知 AB 是 亚 正定 的 . 

再 证 必要 性 . 这 时 仍 有 式 外 成 立 , 且 由 AB 亚 正 定 , 则 R 
(AB) 正 定 , 于 是 由 定理 6.2.4 的 必要 性 即 知 R(A ) 正 定 ,从 而 А 
EEX. 0 

为 了 给 出 亚 正定 阵 的 和 与 乘积 为 亚 正 定性 的 另 一 些 条 件 ,我 
们 引入 如 下 概念 和 一 个 命题 . 

定义 6.3.1 设 A,BEQR"*", 车 存在 可 道 阵 PE Q**" ,使 

P*AP=I 
P* BP=diaglpi s pa) s p € Q ,1<:<n 
则 称 pg1,… ,jp WEEB 相对 于 A 的 广义 特征 值 . 

定理 6.3.10 设 4,BESC,(Q), 且 A 为 正定 矩阵 , 则 A+ 
B 为 正定 矩阵 的 充 要 条 件 是 B 相对 于 A 的 广义 特征 值 均 大 于 
– 1. 

证 由 定理 4.3.2 知 ,A SER ERES ТЕНДЖ P € 
От", 
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Pr АР; =1 
由 命题 4.3.2 知 ,此 时 Px ВР, ЛАЖЕ, TEREM 4.1.14 
知 ,存在 UE Ur*" ,使 
U* Př BP, U = diag( ur," stn) 
B U* P? АР, О=1. 
S Р=Р, U, BIA Р KTHE, A +В А96, Н 
Р*(А+В)Р = Р* АР+Р* ВР 
=diag(l + Ai 1+ pn) 
于 是 由 定理 4.1.14 之 推论 1 知 : 
А +В ЖЕ 61+ u,2>0(t=1,*,n) 
м.> -1(t=1,.…,n) 
ӨВ 相对 于 A 的 广义 特征 值 均 大 于 -1 0 
定理 6.3.11 设 A,BEQ"" 均 为 亚 正定 阵 , 且 满足 AB = 
ВА,А*В=ВА*,Ш AB 为 亚 正 定 阵 祝 S(A)S(B) 相 对 于 R(A) 
R(B) 的 广义 特征 值 均 大 于 一 1. 
证 AB =(R(A)+S(A))XR(B)+S(B)) 
=R(A)R(B)+S(A)S(B) 
+S(A)R(B)+S(B)R(A) 
НЕЯ АВ = ВА,А* B= BA* 及 命题 (6.3.3) 知 , R(A)R(B)+ 
5(4)5(В) АЖЕ, 5(А) (В) + 5(В) (А) 939 
阵 ,由 和 矩阵 分 解 的 唯一 性 得 : 
R(AB)= R(A)R(B)+ S(A)S(B) 
S(AB)=S(A)R(B)+S(B)R(A) 
设 A(t=1,…,n) 是 S(A)S(B) 相 对 于 R(A)R(B) 的 广义 特征 
值 ,由 已 知 A,B 均 为 n 阶 正定 阵 及 定理 6.3,1 知 ,R(A)R(B) 均 
为 正定 阵 , 再 由 定理 6.2.14 及 定理 6.3.1 知 ,R(A)R(B) 为 正定 
Е, М 5(А)5(В)5 B Ж® ЕЖЕ 6.3.10, 知 
R(AB)= R(A)R(B)+ S(A)S(B) ЕЖ 
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S(A)S(B) 相 对 于 R(A)R(B) 的 广义 特征 值 4,> - (18 < 
n), 
因此 

AB 为 亚 正定 阵 合 R(AB) 为 正定 阵 含 S(A)S(B) 相 对 于 
R(A)R(B) 的 广义 特征 值 4,> –- 1(1<:;=<n). 0 

关于 亚 正定 阵 的 直 积 与 圈 积 的 亚 正 定 阵 , 也 有 如 下 

定理 6.3.12 RA XQ EWER, ВЕ EWEEK, N 
下 列 命题 等 价 : 

F A 是 亚 正定 阵 ; 

2° AQB 是 亚 正定 阵 ; 

3° BGA 是 亚 正定 阵 ; 

А °В 是 亚 正定 阵 ; 

5° B ° A 是 亚 正定 阵 . 

证 122° BDA 是 亚 正定 阵 , 则 R(A) 正 定 ,又 B 是 RR 上 
正定 阵 , 故 由 定理 6.2.15 之 2" 及 命题 6.3.1 知 R(AQ@B)= R 
(A)@B AEE, МТ AQB 是 亚 正定 阵 . 

2°=>1° 由 AQB 是 亚 正定 阵 , 则 R(AB) 为 正定 阵 , 又 B 
为 RR 上 正定 阵 , 则 由 命题 6.3.1 知 ,R(A)69B= R(AG2B), AM 
R(A)C9B 为 正定 阵 ,再 由 定理 6.2.15 ВЯ (А) ЕЯ, 
因此 A 为 亚 正定 阵 . 

Г24 НА 为 亚 正 定 阵 , 则 RR(A) 为 正定 阵 ,又 B 为 实 正 
定 阵 ,由 定理 6.2.15 知 R(A)° B 是 亚 定 阵 ,又 由 命题 6.3.1 知 ， 


R(A°SB)=R(A)°B,# R(A。B) 是 正定 阵 , 从 而 A ° B 是 亚 正 
定 阵 . | 
4=> 由 A。B 为 亚 正定 阵 , 则 К(А° В) ЫЕ Ж ,Щ В 


为 RR 上 正定 阵 及 命题 6.3.1 有 Е(А°В) = К(А)°В, К(А) 
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。* B 为 正定 阵 , 于 是 由 定理 6.2.15 知 R(A) 为 正定 阵 ,从 而 A 为 


亚 正 定 阵 . 
同 理 可 证 1°©3°,1°©5'. 0 
推论 设 A 为 Q 上 的 亚 正定 阵 ,B 是 R 上 的 亚 正定 阵 , 则 A 
CR(B),R(A)BB,A°。* R(B),R(A)° B 都 是 Q 上 的 亚 正定 
BE. 0 
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